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Classification et Changement de base pour les se´ries discre`tes des
groupes unitaires p-adiques
C. Mœglin
Il est bien clair pour l’auteur que les me´thodes qu’Arthur de´veloppent pour les groupes classiques
s’appliquent plutoˆt plus simplement pour les groupes unitaires et cet article n’est donc pas original
et il utilise les indications donne´es par Arthur. Son e´criture se justifie pour disposer plus rapidement
de cas ou` l’analyse fine que nous faisons des paquets d’Arthur soit utilisable sans conjectures et pour
que les hypothe`ses de [13] et [14] soient de´montre´es dans le cas des groupes unitaires. D’autre part,
les me´thodes que nous employons diffe`rent tre`s certainement par endroits des me´thodes d’Arthur ; ce
que nous obtenons et qui n’est pas annonce´ par Arthur (meˆme si on pourrait le de´duire de ce qui est
annonce´) est le fait que l’on caracte´rise les paquets de Langlands par des proprie´te´s d’irre´ductibilite´
de certaines induites, c’est ce que nous avons appele´ les blocs de Jordan d’une se´rie discre`te.
Ici on suppose que les lemmes fondamentaux ordinaires ou plus exactement le transfert est valide
pour les groupes unitaires et leurs groupes endoscopiques et les groupes line´aires tordus comme explique´
ci-dessous et leurs groupes endoscopiques. Les premie`res hypothe`ses sont disponibles graˆce a` [10] [24]
et [21]. Les deuxie`mes le sont graˆce a` [25] et [26].
Apre`s ce pre´ambule, expliquons ce que nous avons en vue ici : on suppose que F est un corps p-
adique et que E est une extension quadratique de F non scinde´e. On note θ l’automorphisme exte´rieur
de GL(n,E) qui a` g ∈ GL(n,E) associe J tg−1J−1, ou` J est la matrice antidiagonale avec a` la place
i l’e´le´ment (−1)i+1. On dit qu’une repre´sentation tempe´re´e de GL(n,E) est θ-discre`te si sa classe
de conjugaison est invariante sous l’action de θ et si elle n’est pas une induite propre a` partir d’un
parabolique θ-stable et d’une repre´sentation θ-invariante de ce parabolique. On conside`re le groupe
produit semi-direct de GL(n,E) avec le groupe {1, θ} et on note G˜n la composante de θ dans ce
groupe. Une the´orie de l’endoscopie pour G˜n a e´te´ de´veloppe´e par Langlands, Kottwitz et Shelstad ;
on connait les groupes endoscopiques, ou plutoˆt les donne´es endoscopiques pour G˜n. Le but de l’article
est double : d’abord on montre l’analogue de [1] Local Induction Hypothesis (p. 244) c’est-a`-dire que
pour π une repre´sentation θ-discre`te de GL(n,E) prolonge´e en une repre´sentation du produit semi-
direct, en une repre´sentation π˜, il existe exactement une donne´e endoscopique < H > de G˜n tel que π˜
soit le changement de base pour un paquet de repre´sentations deH suivant cette donne´e endoscopique.
Cela permet de de´finir les paquets stables de se´ries discre`tes pour U(n,E/F ), de fac¸on tre`s concre`te,
un ensemble de se´ries discre`tes J est un paquet stable, s’il existe une se´rie θ-discre`te π de GL(n,E)
qui soit le changement de base stable d’une combinaison line´aire convenable d’e´le´ments de J . On
caracte´rise les π qui peuvent intervenir a` la Langlands par des homomorphismes de WE × SL(2,C)
dans le groupe GL(n,C). Puis on montre que l’ensemble des se´ries discre`tes de U(n,E/F ) est la
re´union disjointe des paquets stables et on calcule le nombre d’e´le´ments dans chaque paquet ; cela
donne une bijection nume´rique entre les e´le´ments d’un paquet et les caracte`res d’un groupe (qui peut
s’identifier a` un centralisateur de ψ dans un groupe convenable). On donne quelques pre´cisions sur cette
bijection ; en particulier elle ve´rifie les proprie´te´s de [13] et [14]. Au passage on donne une classification
des repre´sentations cuspidales de U(n,E/F ) en termes de parame`tres de Langlands. Ceci prouve les
hypothe`ses de base utilise´es dans [13] et [14].
L’endoscopie tordue a e´te´ e´tudie´ par Kottwitz et Shelstad en [7] et aussi par Labesse ([9]. On a repris
ici les de´finitions de Labesse et en particulier [6] qui de´crit explicitement les groupes endoscopiques
qui interviennent ici. Dans cette re´fe´rence, les choix sont pre´cise´s. Ces choix nous donne un caracte`re
ω de E∗ dont la restriction a` F ∗ est le caracte`re de F ∗ correspondant a` l’extension E de F . Ainsi le
changement de base instable se de´duit du changement de base stable par tensorisation par le caracte`re
1
ω. Plus ge´ne´ralement, on note D(n) l’ensemble des couples ordonne´s d’entiers, n1, n2 dont l’un peut
eˆtre nul tels que n = n1 + n2. Pour (n1, n2) ∈ D(n), on note sn1,n2 l’e´le´ment de GL(n,C) diagonal
dont les n1 premie`res valeurs propres sont 1 et les n2 dernie`res sont −1. Il de´finit naturellement
un e´le´ment du groupe dual de GL(n,E) ⋊ {1, θ} et donc une donne´e endoscopique (cf. [6] 1.4) ;
le groupe endoscopique correspondant est Hn1,n2 le produit des 2 groupes unitaires quaside´ploye´s,
U(n1, E/F )×U(n2, E/F ). Cela e´puise l’ensemble des donne´es endoscopiques pour G˜n (cf. loc.cit.). Si
n2 = 0, Hn,0 = U(n) fournit le changement de base stable tandis que si n1 = 0, H0,n = U(n) fournit
le changement de base instable. Le re´sultat de cet article sur le changement de base, est de montrer
qu’a` toute repre´sentation θ-discre`te π de GL(n,E) correspond exactement une donne´e endoscopique
n1, n2 tel qu’il existe Π
Hn1,n2 un ensemble de repre´sentations de Hn1,n2 tel que tr π˜ soit un transfert
endoscopique d’une distribution de la forme
∑
τ∈ΠHn1,n2
cτ tr τ ou` les cτ sont des nombres complexes.
Si F e´tait le corps des re´els, un tel re´sultat analogue a e´te´ de´montre´ par Labesse-Harris ([6])
en s’appuyant sur les re´sultats de Clozel ([4]) ; le re´sultat de´montre´ en loc. cit. se limite au cas ou`
n1n2 = 0.
Revenons au cas ou` F est un corps p-adique ; on utilise l’espace des inte´grales orbitales des fonctions
cuspidales sur G˜n, note´ Icusp(G˜n) ; cette ide´e revient a` Arthur [3]. On de´finit un espace analogue pour
les groupes Hn1,n2, note´ Icusp(Hn1,n2) et un sous-espace de cet espace forme´ par les inte´grales orbitales
stables, Istcusp(Hn1,n2). Il faut recopier [3] et [23] pour obtenir une de´composition en somme directe :
Icusp(G˜n) = ⊕(n1,n2)∈D(n)I
st
cusp(Hn1,n2) (1)
l’application de Icusp(G˜n) vers le membre de droite est la somme des transferts (dont on a maintenant
l’existence) ; ici aucun automorphisme exte´rieur n’apparaˆıt dans la situation. En suivant Arthur [3]
3.5 on ve´rifie que cette application est une isome´trie pour un produit scalaire convenablement de´fini
en loc. cit. En suivant nos re´fe´rences et pre´cise´ment ici [23], on sait associer a` une repre´sentation
tempe´re´e θ-discre`te de GL(n,E) comme ci-dessus un e´le´ment de Icusp(G˜n) ; cet e´le´ment, fπ˜, est obtenu
en conside´rant la projection sur Icusp d’un pseudo coefficient (qui doit eˆtre de´fini) de l’extension π˜.
De plus Icusp(G˜n) est line´airement engendre´ par ces e´le´ments fπ˜. Le re´sultat que nous avons en vu,
s’exprime exactement par le fait que l’image de fπ˜ dans le membre de droite de (1) est nulle pour tout
e´le´ment de D(n) sauf pre´cise´ment l’un d’entre eux.
Le re´sultat qualitatif pre´ce´dent se pre´cise de la fac¸on suivante permettant de calculer l’e´le´ment
D(n) en question : on e´crit π comme une induite de repre´sentations de Steinberg ge´ne´ralise´es :
π = ×(ρ,a)St(ρ, a), (2)
ou` (ρ, a) parcourt un ensemble de couples ou` ρ est une repre´sentation cuspidale irre´ductible d’un
groupe GL(dρ, E), telle que ρ ≃
θρ ou` θ est l’analogue du θ de´ja` de´fini pour n remplace´ par dρ et ou`
a est un entier. On dit que (ρ, a) est stable si
a est pair et la fonction L d’Asai-Shahidi associe´e a` ρ a un poˆle en s = 0
a est impair et la fonction L d’Asai-Shahidi associe´e a` ρ n’a pas de poˆle en s = 0.
On entend par fonction L d’Asai-Shahidi la fonction L de [19] qui controˆle la re´ductibilite´ de l’in-
duite de ρ vu comme repre´sentation du parabolique de Levi GL(n,E) du groupe de´ploye´ U(2n,E/F ).
Cette fonction a e´te´ e´tudie´e par Goldberg en [5] et c’est ”esssentiellement” la fonction L d’Asai
usuelle ; le essentiellement cache un point non trivial qui est que la fonction L d’Asai est associe´e a`
une repre´sentation deWF et nonWE . Il faut donc de´ja` passer de ρ a` une repre´sentation deWF et non
pasWE . Evidemment ici on n’a pas besoin de cette interpre´tation, une fac¸on e´le´mentaire de remplacer
l’existence d’un poˆle est de dire que l’induite de ρ a` U(2dρ, E/F ) est irre´ductible (existence d’un poˆle)
ou non irre´ductible absence de poˆle. C’est un des re´sultats de Goldberg qui inclut en particulier que
soit l’induite de ρ est irre´ductible soit c’est l’induite de ω⊗ρ qui a cette proprie´te´ et les 2 options sont
exclusives l’une de l’autre (cf. introduction de [5] (1)). Dans le cas ou` dρ est impair, la situation est
plus simple car controˆler par le caracte`re central de ρ mais de fac¸on de´sagre´able notre fonction L est
en fait une torsion de la fonction L d’Asai usuelle par le caracte`re quadratique de WF qui correspond
a` l’extension E de F . Pour e´viter les confusions on note L(ρ, r′A, s) cette fonction L inde´pendamment
de la parite´ de dρ.
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Avec les notations ci-dessus, on note Istπ l’ensemble des couples (ρ, a) apparaissant dans (2) tels
que (ρ, a) soit stable. Alors fπ˜ a une projection nulle dans I
st
cusp(Hn1,n2) sauf exactement si n1 =∑
(ρ,a)∈Istpi
adρ.
On sait donc maintenant ce qu’est une repre´sentation elliptique stable de G˜n ; elle est associe´e a`
un morphisme ψ de WE × SL(2,C) dans GL(n,C), θ-invariant, sans multiplicite´ et qui se de´compose
en somme de repre´sentations irre´ductibles correspondant a` des se´ries discre`tes St(ρ, a) (cf. ci-dessus)
telles que (ρ, a) soit stable. On note Π(ψ) le paquet de se´ries discre`tes de U(n,E/F ) associe´es a` ψ. On
montre que |Π(ψ)| = 2ℓ(ψ)−1, ou` ℓ(ψ) est la longueur de ψ vu comme repre´sentation deWE×SL(2,C).
On montre aussi que Π(ψ) ne contient de repre´sentations cuspidales que si ψ est sans trou ; on peut
exprimer cette condition de la fac¸on suivante. Soit a un entier, on note ψ[a] la composante isotypique
de la repre´sentation ψ pour la repre´sentation irre´ductible de SL(2,C) de dimension a. Pour tout a,
ψ[a] est naturellement une repre´sentation de WE . On dit que ψ est sans trou si pour tout a > 2, ψ[a]
est une sous-repre´sentation de ψ[a − 2] en tant que repre´sentation de WE. En termes concrets, cela
dit que si St(ρ, a) est une des composantes de π(ψ), avec a > 2, alors St(ρ, a − 2) en est aussi une.
Pour finir, on associe a` tout e´le´ment de Π(ψ) un caracte`re d’un sous-groupe de (CentGL(n,C)ψ)
θ (on
reprend les ide´es de [13]) ; ce sous-groupe et ce caracte`re sont canoniquement de´finis et le caracte`re
refle`te les proprie´te´s des modules de Jacquet des e´le´ments de Π(ψ). En particulier un tel sous-groupe
admet au plus un caracte`re alterne´ (on ne donne pas la de´finition dans cette introduction) ; si ψ est
sans trou, l’existence d’un caracte`re alterne´ est e´quivalente a` l’existence de repre´sentations cuspidales
dans Π(ψ) puisque les repre´sentations cuspidales sont alors exactement celles dont le caracte`re associe´
est ce caracte`re alterne´e. Cela permet de calculer exactement le nombre de repre´sentations cuspidales
dans un paquet Π(ψ). Si ψ n’est pas sans trou, cela se ge´ne´ralise en remplac¸ant cuspidale par se´ries
discre`tes fortement positives (cf. [13]).
Les conjectures d’Arthur associent a` tout e´le´ment de Π(ψ) un caracte`re de tout le groupe ; on
ve´rifie que les conditions mises par Arthur assurent que la restriction de ce caracte`re au sous-groupe
que nous avons de´fini est notre caracte`re.
1 De´finitions
1.1 Le groupe GL(n) tordu et ses classes de conjugaison stable
On recopie ici [23]. On reprend les notations n, F , E de l’introduction ainsi que θ l’automor-
phisme exte´rieur de GL(n,E) ; on appelle G+n le produit semi-direct GL(n,E)⋊ {1, θ} et comme dans
l’introduction, on note G˜n la composante connexe de θ dans G
+
n . Soient deux e´le´ments g, g
′ ∈ G˜n semi-
simples. On suit la de´finition de Labesse [9] concernant la conjugaison stable et suivant cette de´finition
g, g′ sont stablement conjugue´s si et seulement si il existe x ∈ GL(n,F )⋊ θ tel que g = xg′x−1 et pour
tout e´le´ment σ ∈ Gal(F/F ), σ(x−1)x est dans le sous-groupe du centralisateur de g engendre´ par la
composante connexe de ce stabilisateur et le commutant de G˜ dans GL(n,F ). Supposons maintenant
que g est fortement re´gulier, c’est-a`-dire que son centralisateur est commutatif et la composante neutre
de ce centralisateur est un tore. On note G˜n,reg l’ensemble des e´le´ments fortement re´guliers de G˜n.
On dit que g est elliptique si gZGL(n,E)(g)
0 n’est inclus dans aucun sous-groupe de Levi de G˜n ; il
faut donc pre´ciser ce que l’on entend par sous-groupe de Levi de G˜n ; ici la de´finition est limpide, on
conside`re les sous-groupes de Levi θ-stables, M , de GL(n,E) et on de´finit aise´ment M˜ ; ces groupes M˜
forment l’ensemble des sous-groupes de Levi de G˜n. On note G˜n,ell l’ensemble des e´le´ments fortement
re´guliers et elliptiques de G˜. Pour toute fonction f localement constante a` support compact sur G˜,
on sait de´finir l’inte´grale orbitale JGL(n,E)(g, f) pour tout g ∈ G˜reg. On dit que f est une fonction
cuspidale si l’inte´grale orbitale JGL(n,E)(g, f) = 0 pour tout g ∈ G˜n,reg − G˜n,ell. On note Ccusp(G˜n)
l’ensemble des fonctions cuspidales. On note Icusp(G˜) l’ensemble des applications
I(f) : g ∈ G˜n,ell 7→ J
GL(n,E)(g, f)
pour f parcourant Icusp(G˜). C’est un espace vectoriel.
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1.2 Pseudo-coefficients
Pour pouvoir utiliser [23] qui e´tend la the´orie de Schneider-Stuhler au groupe non connexe, il faut
juste changer une de´finition, celle de Z2 avec la notation de loc. cit. Dans la the´orie de [18] il faut que
le centre du groupe soit compact et l’ide´e de [23] est donc de ne conside´rer que des e´le´ments invariants
sous l’action du groupe engendre´ par l’e´le´ment z2 := z(̟)θ(z(̟))
−1 ou` ici ̟ est une uniformisante de
E et z(̟) est la matrice diagonale de GL(n,E) de coefficients diagonaux tous e´gaux a` ̟. La remarque
sous-jacente est que l’on s’inte´resse aux repre´sentations θ-discre`te irre´ductible de GL(n,E) ; une telle
repre´sentation a` donc un caracte`re central invariant par θ et z2 y agit donc trivialement. On note
donc ici Z2 le sous-groupe de GL(n,E) engendre´ par z2 ; Z2 est invariant sous l’action de θ et agit
par multiplication a` droite sur G˜. L’autre remarque ([23] fin de II.2) est la multiplication a` droite par
z−12 n’est autre que la conjugaison sous z(̟). Comme on ne travaille qu’avec des objets invariants par
conjugaison sous GL(n,E), ces objets sont naturellement invariants par multiplication a` droite par le
groupe Z2. On peut alors recopier le corollaire [23] II.2 en se limitant aux repre´sentations irre´ductibles.
Dans l’e´nonce´ ci-dessous ∆ est le de´terminant de Weyl usuel.
The´ore`me. Soit π˜ une repre´sentation irre´ductible de G+n dont la restriction a` GL(n,E) reste
irre´ductible. Alors il existe une fonction fπ˜ ∈ Ccusp(G˜) tel que pour tout e´le´ment g ∈ G˜n,ell :
tr π˜(g) = ∆(g)−1/2JGL(n,E)(g, fπ˜).
1.3 Repre´sentations elliptiques
On reprend [23] qui a e´te´ e´crit dans un cadre englobant facilement notre cas ; c’est ici IV.5 de
loc.cite qui nous inte´resse et ce re´sultat e´tend des re´sultats d’Arthur [2]. Pour toute repre´sentation
θ-discre`te π de GL(n,E) fixons un prolongement π˜ a` G+n et une fonction cuspidale fπ˜ satisfaisant au
the´ore`me de 1.2. On note Iπ˜ l’image de fπ˜ dans Icusp(G˜).
The´ore`me (Arthur, Waldspurger). L’ensemble des e´le´ments Iπ˜ quand π parcourt l’ensemble
des repre´sentations θ-discre`tes de GL(n,E) forme une base de Icusp(G˜).
1.4 De´composition de Icusp(G˜)
En [3] 3.5, Arthur a stabilise´ l’espace Icusp(G) quand G est un groupe re´ductif connexe de´ploye´
et quand on connaˆıt l’existence du transfert pour tous les groupes endoscopiques elliptiques de G.
Pre´cise´ment, le transfert montre que pour tout f ∈ Icusp(G) et pour toute donne´e endoscopique
elliptique < H >, il existe f<H> ∈ Icusp(H) tel que f
<H> soit un transfert de f et soit stable ; on
peut en plus imposer a` f<H> d’eˆtre invariant sous le groupe d’automorphisme exte´rieur de < H >
provenant de G. Ensuite Arthur, pour G connexe quasi-de´ploye´, montre que l’application :
f ∈ Icusp(G) 7→ ⊕<H>f
<H>
induit une isome´trie de Icusp(G) sur ⊕<H>I
st,OUTG(<H>)
cusp (H) le produit scalaire sur Icusp(G) est le
produit scalaire ordinaire tandis que le produite scalaire sur le membre de droite est la somme ponde´re´e
des produits scalaires ordinaires, les coefficients e´tant l’analogue local des i(G,H) de Langlands-
Kottwitz. La de´monstration de [3] s’appuie sur [21] 1.2. Le point cle´ est de de´montrer la surjectivite´ :
Icusp(G)→ I
st,OUTG(<H>)
cusp (H).
Pour le cas qui nous inte´resse ici, OUT est trivial ; cela facilite la de´monstration. Ceci a e´te´ repris
dans le cadre non connexe par [23] V mais ou` seul le groupe endoscopique principal (celui qui controˆle
la stabilite´) est traite´. C’est cette de´monstration dont on va ve´rifier qu’elle se ge´ne´ralise. Comme l’a
remarque´ Arthur le point de de´part est le transfert au niveau des alge`bres de Lie c’est a` dire la formule
[21] 1.2, maintenant valable dans le cas de G˜ et < H > une donne´e endoscopique ge´ne´rale graˆce a` [25].
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Il y a 2 points dans cette de´monstration ; le premier point consiste a` de´finir I<H>−stcusp (G˜) comme
sous-espace de Icusp(G˜) ; ce sont l’ensemble des fonctions sur les inte´grales orbitales elliptiques qui
a` l’inte´rieur d’une classe de conjugaison stable se transforment via le facteur de transfert relatif a` la
donne´e < H >. Et il faut de´montrer la de´composition (en tenant compte du fait que OUT est trivial) :
Icusp(G˜) = ⊕<H>I
<H>−st
cusp (G˜).
Le deuxie`me point consiste a` montrer que le transfert identifie I<H>−stcusp (G˜) et I
st
cusp(H). Pour ce
deuxie`me point on peut reprendre la de´monstration formelle d’Arthur [3] puisque OUT est trivial ou
celle de [23] VI.1 en y remplac¸ant stable par < H > −stable.
Pour le premier point, on fixe < H > une donne´e endoscopique elliptique de G˜ et I un e´le´ment
< H > −stable de Icusp(G˜), on doit montrer qu’il existe f ∈ Ccusp(G˜) tel que I soit la fonction associe´e
aux inte´grales orbitales de f .
Un argument de partition de l’unite´ rame`ne a` faire cette de´monstration localement pre`s des points
semi-simples elliptiques.
Fixons un e´le´ment semi-simple elliptique de G˜ ou plus exactement sa classe de conjugaison stable.
On a donc un ensemble fini de classes de conjugaison a` l’inte´rieur de cette classe de conjugaison stable
et il faut contruire la fonction cherche´e au voisinage de chacun de ces points de fac¸on compatible
a` la conjugaison stable. On est donc amene´ a` travailler au voisinage de 0 dans l’alge`bre de Lie du
centralisateur de chacun de ses points et la premie`re difficulte´ est que les centralisateurs ne sont pas
isomorphes mais sont des formes inte´rieures l’un de l’autre. La remarque qui permet de travailler a e´te´
faite en [23] V.3 ; le torseur qui rame`ne a` la forme quaside´ploye´e de ces centralisateurs est compatible
a` la conjugaison stable (cf. le de´but de V.3 dans loc. cite). Cette remarque est reprise dans le cadre
ge´ne´ral en [25] paragraphe 3.
On est donc ramene´ a` travailler avec la forme quaside´ploye´e de ces centralisateurs mais il faut
encore suivre les facteurs de transfert ; si la classe stable de vient pas de < H >, on prend e´videmment
la fonction 0 et il n’y a rien a` faire. Sinon on est ramene´ a` la ”de´finition d’une donne´e endoscopique”
[25] 3.5 ; c’est la ge´ne´ralisation au cas non connexe de l’utilisation de Kottwitz-Shelstad ([7]) par
Arthur dans [3] et s’appuie fortement sur les de´finitions de la conjugaison stable de Labesse ([9]). Et
on a l’e´galite´ des facteurs de transfert ne´cessaire en [25] 3.9.
A coˆte´ de ce qui pre´ce`de la de´monstration au voisinage de l’origine pour des groupes assez ge´ne´raux
est comple`tement limpide ; c’est [23] V.2 ou` il faut remplacer stable par < H > −stable.
1.5 Identite´ de caracte`re
Le re´sultat principal de [3] consiste a` montrer que pour qu’une identite´ de caracte`res obtenus sur
les points elliptiques pour des repre´sentations elliptiques se prolonge en une identite´ de caracte`re. Ceci
reste vrai au moins pour ”stable” dans la situation pre´sente d’apre`s [23]VI.3.
Proposition. Soit Π˜ une repre´sentation virtuelle combinaison line´aire de repre´sentations ellip-
tiques de G+n . Soit < H > une donne´e endoscopique elliptique de G˜ et Π<H> une repre´sentation
virtuelle de < H > combinaison line´aire de repre´sentations elliptiques. Supposons que tr Π˜ soit un
transfert de trΠ<H> sur les e´le´ments elliptiques re´guliers. Alors tr Π˜ est un transfert de trΠ<H>.
On reprend [23]V.5 : on globalise les groupes, pour cela il n’y a pas de proble`me ; en suivant [23],
on note u la place qui nous inte´resse. On fixe deux places, v1, v2 du corps global diffe´rentes de u et en
ces places on ne regardera que des fonctions cuspidales. On fixe encore une troisie`me place finie, v3
diffe´rente des places de´ja` utilise´es ; en cette place on fixe une fonction cuspidale < H >-stable (cf. la
preuve de 1.4). On peut utiliser la formule des traces simples d’Arthur graˆce a` un re´sultat de Mezo
([11]) comme explique´ en loc.cite.
On est alors dans une situation e´tudie´e en particulier par Labesse et on sait stabiliser la partie
elliptique du coˆte´ ge´ome´trique de la formule des traces graˆce a` [9]. Avec les fonctions test satisfaisant
aux 3 proprie´te´s ci-dessus, seule la donne´e endoscopique < H > intervient. Soient donc fG˜ et fH des
fonctions test sur G˜ et H respectivement cuspidales aux 2 places fixe´es ci-dessus et a` la troisie`me place
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fG˜ cuspidale et < H >-stable tandis que fH est stable ; avec la formule des traces simplifie´es on montre
alors que fH est un transfert de fG˜ si et seulement si la trace de fG˜ est e´gale a` la trace pour fH ; c’est
la de´monstration faite dans loc. cite. En suivant toujours cette re´fe´rence ([23] IV.5 (3)) on sait aussi
projeter les composantes a` la place u de fG˜ et fH dans l’ensemble des fonctions cuspidales ; ceci est
de´fini par le fait que sur toute repre´sentation elliptique la trace de la fonction et celle de sa projection
co¨ıncident. La de´monstration consiste ensuite a` montrer (en utilisant 2 fois l’e´quivalence ci-dessus)
que si fH est un transfert de fG˜ alors ceci reste vrai en remplac¸ant les composantes a` la place u de ces
fonctions test par leur projection cuspidale. En particulier les projections de´finies sont des fonctions
cuspidales, celle sur G˜ e´tant un transfert de celle sur H. On note fu
G˜
et fuH les composantes en u de fG˜
et fH et f
u
cusp,G˜
et fucusp,H les projections. On a donc puisque π et π
H sont des combinaisons line´aires
de repre´sentations elliptiques :
tr π(fu
G˜
) = tr π(fu
cusp,G˜
); tr πH(fuH) = tr π
H(fucusp,H).
On vient de voir que fu
cusp,G˜
est un transfert de fucusp,H. Et l’e´galite´ tr π(f
u
G˜
) = tr πH(fuH) re´sulte donc
de l’hypothe`se.
1.6 Transfert et module de Jacquet
Soit π˜ une repre´sentation irre´ductible elliptique de G˜n. En couplant les sections pre´ce´dentes, on
trouve pour toute donne´e endoscopique elliptique < H > de G˜n, une repre´sentation virtuelle π
<H>
combinaison line´aire de repre´sentations elliptiques de H telle que l’on ait pour tout e´le´ment γ ∈ G˜n,reg
tr π˜(γ) =
∑
<H>
∑
γH∈H
∆<H>(γH , γ) tr π
<H>(γH). (1)
Dans la somme de droite les e´le´ments de γH parcourt un ensemble de repre´sentants de classes de
conjugaison. A priori cette e´galite´ n’est vraie que pour les e´le´ments elliptiques mais comme explique´
ci-dessus, elle s’e´tend a` tout e´le´ment fortement re´gulier.
On fixe M un sous-groupe de Levi de GL(n,E) de la forme GL(a,E)×GL(n− 2a,E)×GL(a,E)
et un parabolique de Levi M ; on prend le parabolique triangulaire par blocs supe´rieur. On conside`re
un point γ = zγ′ ou` γ′ ∈ M˜ et ou` z est un e´le´ment de E∗ identifie´ au centre du premier GL(a,E).
On applique (1) a` un tel γ pour z dilatant les sous-groupes du radical unipotent de P , θ-stables. On
note resP π˜ la restriction de π au parabolique P mais que l’on voit comme une repre´sentation de M˜
puisque θ continue d’agir. Pour z suffisamment dilatant, on obtient en suivant Casselman une e´galite´ :
tr π˜(zγ′) = δ1/2(zγ′)tr resP π˜(zγ
′),
ou` δ est la fonction module. Il faut faire un calcul analogue pour le membre de droite ; on fixe < H >
une donne´e endoscopique. On e´crit H = U(n1, E/F ) × U(n2, E/F ). On se limite aux e´le´ments γ
′ qui
sont dans M et dont la composante sur GL(a,E) × 1×GL(a,E) est elliptique. On note MH1 et M
H
2
les sous-groupes de Levi de H isomorphes respectivement a` GL(a,E)×U(n1−2a,E/F )×U(n2, E/F )
et U(n1, E/F ) × GL(a,E) × U(n2 − 2a,E/F ) et P
H
i les sous-groupes paraboliques ”standard” cor-
respondant ; MH1 n’existe que si n1 ≥ 2a et de meˆme pour M
H
2 . Soit γ
′′
H un e´le´ment de H tel que
∆<H>(γ′′H , zγ
′) 6= 0. Alors γ′′H est conjugue´ d’un e´le´ment deM
H
1 ou d’un e´le´ment deM
H
2 , les 2 n’e´tant
pas exclusifs ; on fixe i = 1, 2 tel que γ′′H soit conjugue´ d’un e´le´ment de ce Levi (on conside`re alors γ
′′
H
comme un e´le´ment de ce Levi) et on e´crit γ′′ = zγ′H ou` z est vu comme un e´le´ment du facteur GL(a,E)
du Levi dans lequel γ′′H est elliptique. On calcule encore tr π
<H>(zγ′H) a` l’aide de la restriction de π
H
au parabolique du Levi fixe´. On obtient donc un calcul de tr resP π˜(zγ
′) en fonction de ces restrictions.
Les deux termes de´pendent de z dans un coˆne ; cette e´galite´ se prolonge a` tout z et on peut donc faire
z = 1. Fixons encore < H > comme ci-dessus et γ′H , et notons i = 1, 2 l’indice tel que γ
′
H soit elliptique
dans MHi . Il est clair que M
H
i est naturellement une donne´e endoscopique elliptique pour M et le
point est de comparer les facteurs de transfert. C’est une situation simple puisque que l’on passe d’un
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groupe a` l’un de ses Levi. Pre´cisons les notations ; on e´crit γ′ = mhm′θ avec m,m′ ∈ GL(a,E) et
h ∈ GL(n−2a,E) et on suppose que γ′H est dansM
H
2 ; on e´crit alors γ
′
H = m2h
′
H ou` m2 ∈ GL(a,E) et
m2 ∈ U(n1, E/F )×U(n2−2a,E/F ). On ve´rifie que si les classes stables de γ
′
H et γ
′ se correspondent,
alors il en est de meˆme de hθ et h′H et m2 est dans la meˆme classe de conjugaison que mθ(m
′). Aux
fonctions modules pre`s qui disparaissent dans les calculs, on trouve, pour ω un caracte`re convenable
de E∗ (cf. introduction)
∆<H>(γH , γ) = ω(det(m2))∆
<U(n1×U(n2−2a)>(h′H , hθ).
Si on travaille avec le parabolique PH1 , il n’y a pas le caracte`re ω. Le caracte`re ω est un caracte`re de
E∗ qui prolonge le caracte`re de F ∗ correspondant via le corps de classe a` l’extension E de F .
Finalement on trouve, avec les notations ci-dessus en y faisant m′ = 1 ce qui est loisible et avec m
elliptique dans GL(a,E) :
tr resP π˜(mhθ) =
∑
<H>,i=1,2
∑
γ′H
∆<M
H
i >(h′H , hθ)tr resPHi
π<H>(mh′H)ω
i−1(m). (2)
On peut en tirer des re´sultats plus pre´cis en de´coupant suivant les repre´sentations cuspidales du groupe
GL(a,E) qui interviennent. Il y a des regroupements possibles et donc des simplifications possibles.
On conside`re resP )π˜ comme une repre´sentation de GL(a,E) ×GL(n − 2a,E) ×GL(a,E). Et on
de´compose cette repre´sentation dans le groupe de Grothendieck convenable sous la forme :
⊕σ,σ′σ ⊗ π(σ, σ
′)⊗ σ′,
ou` σ, σ′ parcourt un ensemble de repre´sentants des classes d’isomorphisme de repre´sentations irre´duc-
tibles de GL(a,E) et ou` π(σ, σ′) est une repre´sentation virtuelle de GL(n − 2a,E). Supposons que
σ′ ≃ θ(σ), alors π(σ, θ(σ)) a naturellement une action de θ et est donc une repre´sentation virtuelle de
G˜n−2a, repre´sentation que l’on e´crit π˜(σ,
θ (σ)). De l’alge`bre line´aire simple montre que si l’on e´crit :
tr resP π˜(mhθ) =
∑
σ
tr σ(m)tr π˜(σ, θ(σ))(hθ),
ou` σ parcourt un ensemble de repre´sentant des classes d’e´quivalence de repre´sentation irre´ductibles
de GL(a,E). De meˆme pour toute repre´sentation virtuelle Π<H>, on e´crit, pour i = 1, 2 :
resPHi
ΠH =
∑
σ
σ ⊗ΠH(σ, i).
On veut de´couper l’e´galite´ (2) suivant les repre´sentations σ ; comme on a suppose´ m elliptique dans
GL(a,E), c’est un peu de´licat. On se limite donc aux repre´sentations σ cuspidales (non ne´cessairement
unitaires). On obtient donc pour toute repre´sentation cuspidale de GL(a,E), σ, une e´galite´ de traces :
tr π˜(σ, θ(σ))(hθ) =
∑
<H=U(n1)×U(n2)>
∑
h′H
∆<U(n1−2a)×U(n2)>(h′H , hθ)trΠ
H(σ, 1)+
∑
<H=U(n1)×U(n2)>
∑
h′H
∆<U(n1)×U(n2−2a)>(h′H , hθ)trΠ
H(ω ⊗ σ, 2). (3)
On ge´ne´ralise ce re´sultat en remplac¸ant π˜ par une somme avec coefficients de repre´sentations.
Notations commode pour les modules de Jacquet.
Il sera commode d’e´crire π˜(σ, θ(σ))(hθ) =: Jacθσπ˜. Pour τ une repre´sentation de U(n,E/F ) et pour
σ une repre´sentation cuspidale comme ci-dessus, on e´crira Jacστ , ce qui est e´crit ci-dessus τ(σ, 1)
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2 Appartenance a` un paquet stable
On fait d’abord une remarque ge´ne´rale. Soit τ ′ une se´rie discre`te d’un groupe U(m′, E/F ). On
note fτ ′ l’e´le´ment de Icusp(U(m
′, E/F ) qui correspond a` τ ′ ; la projection de Icusp(U(m
′, E/F )) sur
Istcusp(U(m
′, E/F )) (par exemple suivant [3] 3.5) est non nulle ; l’argument m’a e´te´ donne´ par Wald-
spurger. On regarde les germes du caracte`re au voisinage de l’origine ; ils se de´veloppent par degre´
d’homoge´ne´ite´ et le degre´ formel est l’un de ces termes. Ce terme est stable et sa projection stable est
donc non nulle et il y a donc un germe de la projection de fτ ′ qui est non nul. D’ou` la non nullite´ de
la projection de fτ ′ sur I
st
cusp(U(n,E/F )
3 Point de re´ductibilite´ des induites de cuspidales pour les groupes
unitaires
3.1 Inte´gralite´
Soit τ une repre´sentation cuspidale de U(n,E/F ) et soient ρ une repre´sentation cuspidale irre´duc-
tible θ-invariante de GL(dρ, E). Soit x ∈ R>0 tel que l’induite ρ| |
x × τ soit re´ductible.
Proposition. Avec les notations pre´ce´dentes, le re´el x est un demi-entier ou encore 2x ∈ N.
Comme l’induite ρ| |x× τ est re´ductible, il existe τ ′ une sous-repre´sentation de cette induite qui est
une se´rie discre`te. Le module de Jacquet cuspidal de τ ′ est re´duit a` l’unique terme ρ| |x ⊗ τ ′. On note
Π′ un paquet stable de repre´sentations contenant τ ′ et Σ la repre´sentation virtuelle image de Π′ dans
la de´composition de Icusp(G˜n+2dρ). On calcule les modules de Jacquet des 2 membres et on projette
sur la repre´sentation cuspidale ρ| |x de GL(dρ, E) en suivant 1.6 (3). Le seul groupe endoscopique
intervenant ici est le U(n + 2dρ)-stable par construction mais ici Σ est une repre´sentation virtuelle.
Quand on calcule les modules de Jacquet de Π′, le terme ρ| |x ⊗ τ ne peut disparaˆıtre ; en effet par
re´ciprocite´ de Frobenius un tel terme ne peut provenir que de τ ′ ; ainsi il existe une repre´sentation
σ′ ∈ Σ′ telle que
Jacθρ| |x(σ
′) = σ′[ρ| |x, ρ| |−x] 6= 0. (1)
On connaˆıt la forme de σ′ c’est une induite de Steinberg de la forme
σ′ = ×(ρ′,a′)∈E ′St(ρ
′, a′).
La non nullite´ de (1) entraˆıne qu’il existe (ρ′, a′) ∈ E ′ tel que ρ′ = ρ et x = (a′ − 1)/2. D’ou` la
proposition.
4 Finitude
Soit τ une repre´sentation cuspidale de U(n,E/F ) ; on note Red(τ) l’ensemble des couples (ρ, xρ,τ )
tels que ρ soit une repre´sentation cuspidale irre´ductible d’un groupe GL(dρ, E), θ invariante et xρ,τ
soit un demi-entier strictement supe´rieur a` 1/2 tels que l’induite :
ρ| |xρ,τ × τ
soit re´ductible. D’apre`s [17], xρ,τ quand ρ et τ sont fixe´s est uniquement de´termine´.
Proposition. L’ensemble Red(τ) est fini et on a l’ine´galite´
∑
(ρ,xρ,τ∈Red(τ)
(2xρ,τ − 1)dρ ≤ n.
Ceci est analogue a` un re´sultat de [12] de´montre´ par d’autres me´thodes ; on ame´liorera l’ine´galite´ dans
la suite (de fac¸on conforme a` [12]). Il suffit de montrer que l’ine´galite´ de la proposition est vraie pour
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tout sous-ensemble fini de Red(τ). On fixe X un sous-ensemble fini de Red(τ) et on conside`re τX
l’unique sous-module irre´ductible de l’induite :
×(ρ,xρ,τ )∈X ρ| |
xρ,τ × τ.
On peut ordonner X comme on veut ci-dessus sans changer le re´sultat et τX est caracte´rise´ par le fait
que son module de Jacquet cuspidal est re´duit a` l’ensemble des termes :
⊗(ρ,xρ,τ )∈X ρ| |
xρ,τ ⊗ τ, (1)
ou` cette fois on conside`re tous les ordres possibles sur X . On met τX dans un paquet stable de
repre´sentations elliptiques et on conside`re l’image dans Icusp(G˜nX pour
nX := n+
∑
(ρ,xρ,τ )∈X
dρ.
On calcule les modules de Jacquet successifs en utilisant les repre´sentations cuspidales ρ| |xρ,τ associe´es
aux e´le´ments de X ; pour faire cela, on fixe un ordre sur X d’ou` un terme dans le module de Jacquet
de τX du type (1). On ve´rifie que les seuls repre´sentations elliptiques de U(nX , E/F ) qui contiennent
ce terme comme sous-quotient de leur module de Jacquet sont pre´cise´ment τX . Ainsi τ est obtenu
dans le calcul des modules de Jacquet successifs. Et il existe une repre´sentation elliptique de G˜nX , π˜X
dont les modules de Jacquets successifs calcule´s comme explique´ en 1.6 (3) sont non nuls. On e´crit :
π˜X =: ×(ρ′,a′)∈E ′St(ρ
′, a′).
La non nullite´ et le fait que les cuspidales intervenant dans X sont toutes diffe´rentes, entraˆınent qu’il
existe un sous-ensemble E ′′ de E ′ tel que
X = {(ρ′, (a′ − 1)/2); (ρ′, a′) ∈ E ′′}.
On a nX =
∑
(ρ′,a′)∈E ′ a
′dρ′ tout simplement parce que π˜X est une repre´sentation de G˜nX . Mais le
module de Jacquet calcule´ donne une repre´sentation de G˜n, d’ou`
n = nX −
∑
(ρ′,a′)∈E ′′
2dρ′ =
∑
(ρ′,a′)∈E ′′
2dρ′(a
′ − 3)/2 +
∑
(ρ′,a′)∈E ′−E ′′
a′dρ′ .
Pour (ρ′, a′) ∈ E ′′, on a 2(a′ − 3)/2 = (a′ − 1)− 1 = 2xρ,τ − 1. D’ou` encore
n =
∑
(ρ,xρ,τ )∈X
dρ(2xρ,τ − 1) +
∑
(ρ′,a′)∈E ′
a′dρ′ .
Cela donne a fortiori l’ine´galite´ cherche´e et de´montre la proposition.
4.1 Proprie´te´s ge´ne´rales des se´ries discre`tes et repre´sentations elliptiques
Ici on fixe n et τ une repre´sentation tempe´re´e. Par des me´thodes totalement standard, on montre
qu’il existe une repre´sentation cuspidale τ0 d’un groupe U(m0, E/F ) avec m0 ≤ m et un ensemble
totalement ordonne´ de segments a` la Zelevinski (ρ′, a′, b′) ∈ J , ou` ρ′ est une repre´sentation cuspidale
unitaire de GL(dρ′ , E), et les a
′, b′ sont des re´els tel que a′ − b′ + 1 ∈ N avec une inclusion :
τ →֒ ×(ρ′,a′,b′)∈J < ρ| |
a′
E , ρ| |
b′
E > ×τ0. (2)
Ici je prends comme convention que < ρ| |a
′
E , ρ| |
b′
E > est la repre´sentation St(ρ
′, a′ − b′ + 1)| |(a
′+b′)/2.
Pour e´crire cela, on n’utilise rien sur τ sauf que c’est une repre´sentation irre´ductible. Rappelons quand
meˆme rapidement la de´monstration ; on fixe d’abord un ensemble J ′, totalement ordonne´, forme´ de
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couples ρ′, y′ tel que ρ′ soit une repre´sentation cuspidale unitaire et y′ un re´el et tel que l’on ait une
inclusion :
τ →֒ ×(ρ′,y′)∈J ′ρ
′| |y
′
E × τ0. (3)
On fixe un tel choix. Ensuite on fixe (ρ0, y0) tel que y0 soit minimum et on pousse ρ0| |
y0
E vers la gauche ;
par exemple sans changer l’ensemble J ′ on change son ordre tel que (3) soit toujours satisfait mais
(ρ0, y0) est le plus ”petit” possible (le plus a` gauche possible). Cela permet de remplacer l’induite
forme´e par les repre´sentations qui le pre´ce`dent et lui meˆme par un segment comme ci-dessus. On
obtient alors la proprie´te´ suivante supple´mentaire sur J
(4) soit (ρ′′, a′′, b′′) < (ρ′, a′, b′) avec ρ′ ≃ ρ′′ pour l’ordre de J , alors b′′ ≤ b′.
On peut obtenir une proprie´te´ de plus quand on part d’un ensemble J ′ tel que parmi tous les
choix possibles, le nombre de y′ < 0 soit maximal pour le choix fait. Cette proprie´te´ de J ′ entraˆıne :
soit (ρ′, a′, b′) ∈ J tel que b′ > 0, alors il existe (ρ′, a′′, b′′) ∈ J (e´ventuellement le meˆme e´le´ment) avec
a′′ ≥ a′ et ρ′| |b
′′
× τ0 est re´ductible.
Si on utilise en plus l’hypothe`se que τ est une repre´sentation tempe´re´e, on va ve´rifier que si J
ve´rifie (2) et (4) alors pour tout (ρ′, a′, b′) ∈ J ne´cessairement a′ + b′ ≥ 0.
En effet supposons qu’il existe (ρ, a′, b′) ∈ J tel que a′ + b′ < 0 ; on en fixe le triplet de J tel
que a′ + b′ soit minimal. Sans changer J on fixe un ordre sur J tel que (2) soit encore vrai et le
cas particulier de (4) quand on fixe notre (ρ, a′, b′) et (ρ′, a′, b′) soit le plus ”petit” possible pour
cet ordre, il est plus simple de dire le plus a` gauche possible dans (2). On va ve´rifier que (ρ′, a′, b′)
est ne´cessairement le premier e´le´ment de J . En effet soit (ρ′′, a′′, b′′) ∈ J pre´ce´dent (ρ, a′, b′). Si la
repre´sentation induite :
< ρ′′, a′′, b′′ > × < ρ′, a′, b′ >
est irre´ductible, on peut e´changer les 2 facteurs sans perdre l’inclusion en (2) et le cas particulier
de (4) qui nous inte´resse. Donc par minimalite´ sur l’ordre de J , cette induite est re´ductible d’ou`
ρ′′ ≃ ρ′ et les segments [a′′, b′′], [a′, b′] sont lie´s ; rappelons que ce sont des segments de´croissants et
que l’on a b′′ ≤ b′ donc la liaison entraˆıne aussi a′′ ∈]a′, b′ − 1] et b′′ < b′. D’ou` a′′ + b′′ < a′ + b′ ce
qui contredit la minimalite´ de (ρ, a′, b′). On ve´rifie alors que l’exposant du module de Jacquet de τ
donne´ par re´ciprocite´ de Frobenius et (2) n’est pas dans le coˆne positif obtus ferme´ comme il devrait
l’eˆtre (crite`re de Casselman) d’ou` la contradiction cherche´e. Pour les se´ries discre`tes les ine´galite´s sont
strictes.
5 Changement de base re´ciproque des repre´sentations cuspidales
Notre approche du changement de base se fait en utilisant les proprie´te´s de re´ductibilite´ des induites
de cuspidales ; ces proprie´te´s sont pre´cise´ment controle´es par des poˆles de fonction L ; c’est la the´orie
d’Harish-Chandra amplifie´e par Shahidi.
5.1 Support cuspidal e´tendu d’une se´rie discre`te de U(n, E/F )
En 3.1, on a montre´ que les points de re´ductibilite´ des induites de cuspidales sont demi-entiers :
pre´cise´ment soit τ une repre´sentation cuspidale de U(n0, E/F ) (ici n0 peut eˆtre 0) ; soit ρ une
repre´sentation cuspidale irre´ductible d’unGL(dρ, E) et soit x un re´el strictement positif tel que ρ| |
x×τ0
soit re´ductible. Alors il existe a un entier naturel tel que x = (a − 1)/2. Il faut remarquer que le cas
n0 = 0 est duˆ a` Shahidi [19].
On a aussi montre´ que pour un bon choix d’ensemble J , on a l’inclusion 4.1 (2)
τ →֒ ×(ρ′,a′,b′)∈J < ρ, a
′, b′ > ×τ0.
On va ve´rifier encore que pour tout (ρ′, a′, b′) ∈ J , a′, b′ sont des demi-entiers.
Une telle assertion est e´videmment inde´pendante du choix de J , c’est une proprie´te´ de ”demi-
inte´gralite´” du support cuspidal de τ . C’est e´le´mentaire et on en rappelle la de´monstration :
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on fixe J un ensemble totalement ordonne´ comme en 4.1 ve´rifiant (2) et (4) de loc. cite. On impose
en plus la proprie´te´ de minimalite´ ∑
(ρ′,a′,b′)∈J
∑
x∈[a′,b′]
x (1)
est minimal parmi les choix de J possible. Ceci est tout a` fait compatible aux proprie´te´s requises.
Supposons qu’il existe (ρ′, a′, b′) ∈ J avec a′, b′ non demi-entiers. On peut supposer que cet e´le´ment
est le plus a` droite possible. On peut le faire commuter avec tous les e´le´ments plus a` droite que lui car
ceux la` font intervenir des demi-entiers et on a l’isomorphisme :
< ρ′, a′, b′ > ×τ0 ≃< ρ
′,−b′,−a′ > ×τ0.
Or on sait que a′+b′ ≥ 0 et a′−b′+1 ∈ N (car [a′, b′] est un segment de´croissant). D’ou` ne´cessairement
a′ + b′ > 0 et
∑
x∈[a′,b′] x >
∑
x′∈[−b′,−a′] x
′. En ayant change´ (a′, b′) en (−b′,−a′), on va trouver un
nouvel ensemble qui donnera un (1) plus petit que pour J . Ceci est donc en contradiction avec la
minimalite´ fixe´e.
5.2 Pre´liminaire sur le support cuspidal e´tendu
Soit τ une repre´sentation cuspidale de U(n,E/F ) et soit ρ une repre´sentation cuspidale irre´ductible
θ invariante de GL(dρ, E). On suppose qu’il existe x > 1/2 tel que l’induite ρ| |
x
E × τ soit re´ductible ;
on sait d’apre`s [17] que x est alors uniquement de´termine´ et on pose aρ,τ := 2x−1. On sait maintenant
que aρ,τ est un entier.
Lemme. Soit ℓ un demi-entier dans [1/2, (aρ,τ +1)/2] tel que 2ℓ+1 soit de meˆme parite´ que aρ,τ .
Alors l’induite :
ρ| |ℓE × · · · × ρ| |
(aρ,τ+1)/2
E × τ
a un unique sous-module irre´ductible et ce sous-module est une se´rie discre`te.
On note m′ l’entier m + 2(aρ,τ + 1)/2 − ℓ + 1)dρ. La repre´sentation induite e´crite dans l’e´nonce´
est une repre´sentation de U(m′, E/F ). On note σ cette repre´sentation induite. L’unicite´ du sous-
module irre´ductible re´sulte de la re´ciprocite´ de Frobenius : soit τ0 un sous-module irre´ductible. On a
HomU(m′,E/F )(τ0, σ) 6= 0 entraˆıne que le module de Jacquet de τ0 admet le terme
ρ| |ℓE ⊗ · · · ⊗ ρ| |
(aρ,τ+1)/2 ⊗ τ (1)
comme quotient. Le terme que l’on vient d’e´crire intervient avec multiplicite´ 1 comme sous-quotient
du module de Jacquet de σ et comme prendre les modules de Jacquet est un foncteur exact, τ0 est
unique et intervient avec multiplicite´ 1 comme sous-quotient de σ.
On pre´cise d’abord le lemme en annonc¸ant qu’en plus le module de Jacquet cuspidal de τ0 est
re´duit au terme (1). On de´montre alors cette version plus forte du lemme par re´currence descendante
sur ℓ. Le re´sultat est vrai pour ℓ = (aρ,τ + 1)/2. On suppose donc ℓ < (aρ,τ + 1)/2 ; on change la
notation τ0 pre´ce´dente en τℓ pour la faire de´pendre de ℓ. On conside`re a` l’inte´rieur de σ l’intersection
des 2 sous-modules
ρ| |ℓE × τℓ+1∩ < ρ, ℓ, (aρ,τ + 1)/2 > ×τ,
ou` < ρ, ℓ, (aρ,τ + 1)/2 > est l’unique sous-module irre´ductible pour le groupe line´aire convenable de
l’induite :
ρ| |ℓE × · · · × ρ| |
(aρ,τ+1)/2
E .
Par unicite´ de τℓ l’intersection contient τℓ. On calcule les modules de Jacquet de chacune des induites
e´crites le module de Jacquet de τℓ est inclus dans l’intersection des modules de Jacquet. Il suffit donc
de ve´rifier que cette intersection est re´duite au terme (1). On l’e´crit explicitement pour ℓ = (aρ,τ−1)/2,
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le cas ge´ne´ral suit la meˆme ligne. Le module de Jacquet de ρ| |ℓE × τℓ+1 a pour semi-simplifie´ la somme
des 4 termes (on pose a := a(ρ,τ)) et on oublie l’indice E :
(
ρ| |(a−1)/2 ⊗ ρ| |(a+1)/2 ⊗ τ
)
⊕
(
ρ| |(a+1)/2 ⊗ ρ| |(a−1)/2 ⊗ τ
)
⊕
(
ρ| |−(a−1)/2 ⊗ ρ| |(a+1)/2 ⊗ τ
)
⊕
(
ρ| |(a+1)/2 ⊗ ρ| |−(a−1)/2 ⊗ τ
)
.
Le module de Jacquet de l’induite < ρ, ℓ, (aρ,τ + 1/1) > ×τ est constitue´ des 4 termes :
(
ρ| |(a−1)/2 ⊗ ρ| |(a+1)/2 ⊗ τ
)
⊕
(
ρ| |(a−1)/2 ⊗ ρ| |−(a+1)/2 ⊗ τ
)
⊕
(
ρ| |−(a+1)/2 ⊗ ρ| |(a−1)/2 ⊗ τ
)
⊕
(
ρ| |−(a+1)/2 ⊗ ρ| |−(a−1)/2 ⊗ τ
)
.
D’ou` le re´sultat dans ce cas particulier. Ce qui fait ”marcher” la machine en ge´ne´ral est que le module
de Jacquet de la premie`re induite a dans tous ses termes ρ| |(a+1)/2 tandis que la 2e, a dans tous ses
termes hormi le terme (1) ρ| |−(a+1)/2. L’intersection est donc re´duite a` (1).
5.3 Support cuspidal e´tendu des repre´sentations cuspidales des groupes unitaires
De´finition. Soit τ une repre´sentation cuspidale irre´ductible de U(m,E/F ). Le support cusp-
idal e´tendu de τ est, par de´finition, le support cuspidal pour le groupe line´aire convenable de la
repre´sentation
πτ := ×ρ;aρ,τ>0 ×b∈N,b≤a,b≡a[2] St(ρ, b).
Proposition. (i) πτ est une repre´sentation de GL(n,E).
(ii) Soit π˜ une repre´sentation elliptique de G˜n dont la composante sur I
<U(n),st>
cusp (U(n,E/F ))
contient τ de fac¸on non nulle alors π˜ est un prolongement de πτ .
On note n′ l’entier tel que πτ soit une repre´sentation de GL(n
′, E). On montre d’abord que n′ ≤ n
en reprenant la de´monstration de 4.
Il faut ge´ne´raliser la de´finition de τℓ de 5.2 pour faire intervenir toutes les repre´sentations ρ telles
que aρ,τ > 0 ; cet ensemble est fini graˆce a` 4. On montre donc qu’il existe une se´rie discre`te irre´ductible
τ ′ dont le module de Jacquet contient le terme :
⊗ρ;aρ,τ>0
(
ρ| |δρ ⊗ · · · ⊗ ρ| |(aρ,τ+1)/2
)
⊗ τ, (1)
ou` δρ vaut 1 si aρ,τ est impair et 1/2 sinon. Le module de Jacquet de τ
′ n’est pas irre´ductible parce
que l’on peut faire commuter des termes correspondant a` des cuspidales diffe´rentes mais cela est la
seule ope´ration possible. On note m′ l’entier tel que τ ′ soit une repre´sentation de U(m′, E/F ).
On va aussi avoir besoin de la proprie´te´ d’unicite´ suivante : soit τ ′′ une repre´sentation elliptique
de U(m′, E/F ) dont le module de Jacquet contient comme sous-quotient un des termes du type (1),
alors τ ′′ = τ ′. En effet on applique la construction de 4.1 et on e´crit une inclusion :
τ ′′ →֒ ×(ρ′,a′,b′)∈J < ρ
′, a′, b′ > ×τ,
ou` les notations sont celles de loc.cite et τ est ne´cessairement la repre´sentation cuspidale fixe´e. En
comparant les supports cuspidaux ordinaires, on ve´rifie de´ja` que pour tout (ρ′, a′, b′) ∈ J , b′ > 0 ; en
effet il n’y a pas de multiplicite´ dans le support cuspidal. Il faut maintenant ve´rifier les points suivants :
soit ρ′ fixe´ et (ρ′, a′, b′) ∈ J . On suppose d’abord que (ρ′, a′, b′) ne pre´ce`de aucun autre e´le´ment de
J de la forme (ρ′, a′′, b′′) alors b′ = (aρ,τ + 1)/2. S’il n’en e´tait pas ainsi on pourrait remplacer b
′
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par −b′ et contredire la positivite´ de´ja` de´montre´e. Ainsi pour cet e´le´ment on a aussi a′ = b′ ; puis
on montre progressivement que si (ρ′, a′, b′) pre´ce`de t e´le´ments de J de la forme (ρ′, a′′, b′′) alors
b′ = (aρ,τ + 1)/2 − t : b
′ ne peut eˆtre plus grand car cela contredirait le fait que le support cuspidal
ordinaire n’a pas de multiplicite´ (avec un argument par re´currence sur t) ni plus petit car sinon on
pourrait remplacer b′ par −b′ apre`s avoir fait commuter et contredire la positivite´ de´ja` prouve´e ; puis
on obtient a′ = b′ simplement comme conse´quence de la connaissance du support cuspidal ordinaire
(en termes image´s, tous les ρ′| |x avec x > b′ ont de´ja` e´te´ utilise´s). Cela prouve l’unicite´ cherche´e.
On conside`re la projection de τ ′ sur Istcusp(U(m
′, E/F )) ; cela donne une repre´sentation virtuelle ω′
qui contient de fac¸on non nulle τ ′. Et on conside`re l’image de cet e´le´ment stable dans Icusp(G˜m′). Cela
fournit une combinaison line´aire de repre´sentations a` laquelle on peut appliquer 1.6 (3). On calcule
successivement les modules de Jacquet pour les repre´sentations cuspidales apparaissant dans (1) a`
gauche de τ dans l’ordre e´crit en commenc¸ant pas la gauche. Le calcul du module de Jacquet pour ω′
est une combinaison line´aire de termes mais le terme (1) ne peut pas disparaˆıtre car il n’appartient
qu’a` τ ′ d’apre`s l’unicite´ ci-dessus. Ainsi dans le membre de gauche de (3) applique´ successivement on
obtient aussi un terme non nul. Soit donc Ω une repre´sentation de G˜m′ qui donne un terme non nul
quand on prend ces modules de Jacquet. On sait pas hypothe`se que Ω est elliptique donc de la forme :
Ω = ×(ρ′,b′)∈ESt(ρ
′, b′)
ou` E est un ensemble convenable de couples. Le module de Jacquet est facile a` calculer. Il est nul si E
ne contient pas les couples
E ′ := ∪ρ;aρ,τ>0 ∪b≤a;b≥0,b≡a[2] (ρ, b+ 2).
Le module de Jacquet cherche´ est alors
π′ := ×(ρ′,b′)∈E ′St(ρ
′, b′ − 2)×(ρ′,b′)∈E−E ′ St(ρ
′, b′).
Or πτ n’est autre que ×(ρ′,b′)∈E ′St(ρ
′, b′ − 2). D’ou` n′ ≤ n.
Montrons que n′ ≥ n : on fixe π˜ et on lui associe un e´le´ment de Icusp(G˜n). On suppose que dans la
de´composition de 1.4 la composante de cet e´le´ment fait intervenir τ de fac¸on non nulle. C’est possible.
On e´crit
π := ×(ρ,b)∈J St(ρ, b)
pour des choix convenables. On fixe ρ tel qu’il existe b avec (ρ, b) ∈ J et on fixe meˆme b0 maximal
avec cette proprie´te´. On a alors aρ,τ = b0 : en effet on conside`re la repre´sentation :
π(ψ′) := ×(ρ′,b′)∈J−{(ρ,b0)}St(ρ
′, b′)× St(ρ, b0 + 2)
un prolongement de cette repre´sentation a` G˜n+2dρ . C’est une repre´sentation θ-discre`te (elliptique) par
maximalite´ de b0. Puis on conside`re le module de Jacquet Jac
θ
ρ| |
(b0+1)/2
E
qui est un prolongement de
π(ψ). Dans la projection sur la partie stable, ce module de Jacquet fait intervenir τ ce qui entraˆıne
que dans sa de´composition π(ψ′) fait intervenir soit dans Istcusp(U(n + 2dρ, E/F ) un sous-quotient
de l’induite ρ| |
(b0+1)/2
E × τ soit dans I
U(n)×U(2dρ
cusp (U(n,E/F ) × U(2dρ, E/F ) un sous-quotient de la
repre´sentation
τ ⊗
(
indω ⊗ ρ| |(b0+1)/2
)
.
On ve´rifie comme ci-dessus que dans les 2 cas le Jacρ| |−(b0+1)/2 (tordu par ω dans le 2e cas) de
ce sous-quotient est ne´cessairement 0 car Jacθ
ρ| |−(b0+1)/2
π(ψ′) = 0. D’ou` la re´ductibilite´ de l’induite
ρ| |(b0+1)/2 × τ dans le premier cas et de l’induite de ω ⊗ ρ| |
(b0+1)/2
E dans le 2e cas. Le 2e cas est alors
exclu car (b0 + 1)/2 ≥ 1 et par les points de re´ductibilite´ pour une telle induite sont soit 0 soit 1/2.
D’ou` le fait que b0 = aρ,τ comme annonce´. Il faut encore de´montrer que si ρ est fixe´ et qu’il existe
b, b′ des entiers avec (ρ, b) et (ρ, b′) dans J alors b et b′ ont meˆme parite´. S’il n’en est pas ainsi on
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prend pour b0 le plus grand entier tel que (ρ, b0) ∈ J et b0 de parite´ diffe´rente de aρ,τ . On refait la
de´monstration ci-dessus car π(ψ′) est encore une repre´sentation elliptique de G˜n+2dρ . Alors l’induite :
ρ| |
(b0+1)/2
E × τ
serait encore re´ductible ce qui contredirait l’unicite´ des points de re´ductibilite´ dans R≥0 [17]. D’ou` la
contradiction cherche´e.
On a alors clairement
∑
(ρ,b)∈J
bdρ = n ≤
∑
(ρ,b)∈J ;b≡aρ,τ ,b≤aρ,τ
bdρ = n
′.
En fait on de´montre beaucoup plus, puisque l’e´galite´ force que si (ρ, b) ∈ J avec b > 2 alors (ρ, b−2) ∈
J . En d’autres termes π = πτ . On a donc de´montre´ aussi (ii).
5.4 Support cuspidal e´tendu pour les se´ries discre`tes d’un groupe unitaire
On a de´fini en 5.3 le support cuspidal e´tendu pour les repre´sentations cuspidales des groupes uni-
taires. Soit maintenant τ une se´rie discre`te irre´ductible de U(n,E/F ). On revient a` 4.1 (2), d’ou` l’ex-
istence d’un ensemble de triplets (ρ′, a′, b′) tels que ρ′ soit une repre´sentations cuspidales irre´ductibles
θ invariantes d’un groupe line´aire et a′, b′ un segment de´croissant. On a montre´ que a′, b′ sont des
demi-entiers ; on a aussi la repre´sentation cuspidale τ0 que l’on peut appeler comme en [13] et [14] le
support cuspidal partiel et on pose :
Suppcusp(τ) = ∪(ρ′,a′,b′)∈J ∪y∈[a′,b′] {ρ
′| |yE , ρ
′| |−yE } ∪ Suppcusp(τ0).
Cette de´finition ne de´pend que du support cuspidal ordinaire de τ et est donc inde´pendante du choix
de J : en effet e´crivons τ comme sous-quotient d’une induite de la forme ×λ∈Sλ × τ0 ou` S est un
ensemble de repre´sentations cuspidales irre´ductibles de groupes line´aires convenables et τ0 est une
repre´sentation cuspidale irre´ductible d’un groupe unitaire comme ci-dessus. Alors
Suppcusp(τ) = ∪λ∈S{λ, θ(λ)} ∪ Suppcusp(τ0).
La de´finition s’e´tend sans proble`me aux repre´sentations tempe´re´es puiqu’une repre´sentation tempe´re´e
irre´ductible est un sous-module d’une induite de se´ries discre`tes. On peut aussi ve´rifier qu’une repre´sen-
tation elliptique est combinaison line´aire de repre´sentation tempe´re´es ayant toutes meˆme support
cuspidal e´tendu puisque ces repre´sentations sont toutes dans une meˆme induite de se´ries discre`tes. Ceci
permet donc de de´finir aussi le support cuspidal e´tendu d’une repre´sentation elliptique. Le support
cuspidal d’une repre´sentation tempe´re´e fait intervenir des repre´sentations cuspidales de la forme ρ| |xE
ou` ρ est unitaire non ne´cessairement θ-invariante ; on ve´rifie aise´ment que pour une repre´sentation
elliptique ceci ne peut pas se produire, ρ est ne´cessairement θ-invariant.
Lemme. Il existe une unique repre´sentation tempe´re´e de GL(n,E), πτ telle que le support cuspidal
de πτ soit pre´cise´ment Suppcusp(τ).
Avant de de´montrer ce lemme remarquons que cela donne une limitation forte sur les ensembles de
repre´sentations cuspidales qui peuvent eˆtre un support cuspidal e´tendu d’une repre´sentation tempe´re´e
de U(n,E/F ). En effet, une repre´sentation tempe´re´e de GL(n,E) est ne´cessairement de la forme
×(ρ,a)∈ESt(ρ, a),
avec des notations que l’on espe`re e´videntes et le support cuspidale de cette repre´sentation n’est autre
que
∪(ρ,a)∈E ∪u∈[(a−1)/2,−(a−1)/2] ρ| |
u
E .
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Il suffit de de´montrer le lemme pour τ une se´rie discre`te. Soit donc τ une se´rie discre`te.
Le support cuspidal e´tendu tel que de´fini est un ensemble de couples ρ, x (e´crit ρ| |xE) ou` ρ est
une repre´sentation cuspidale unitaire θ-stable et x un re´el. Pour chaque ρ fixe´e, l’ensemble des x qui
apparaˆıt est un ensemble de demi-entiers stable par multiplication par −1. Le lemme est e´quivalent
a` prouver que cet ensemble est une re´union de segments centre´s en l’origine et il est clair que si ceci
est vrai la de´composition en segments est uniquement de´termine´e ; une autre fac¸on de dire les choses
est que pour GL(n,E) les repre´sentations tempe´re´es sont uniquement de´termine´es par leur support
cuspidal. Il n’y a donc que l’existence a` de´montrer.
Fixons (ρ′, a′, b′) ∈ J et supposons que b′ ≤ 0 ; alors ∪y∈[a′,b′]{ρ
′| |yE , ρ
′| |−yE } est le support cuspidal
de la repre´sentation St(ρ′, 2a′+1)×St(ρ′,−2b′+1). Dans l’e´criture 4.1 (2), on peut remplacer l’induite :
×(ρ′,a′,b′)∈J ;b′>0 < ρ
′, a′, b′ > ×τ0
qui sont les termes les plus a` droite par un sous-quotient τ ′ convenable. Avec l’hypohte`se loisible que
l’on a construit J en partant d’un ensemble J ′ avec un nombre maximum de ρ′′| |y
′′
E avec y
′′ < 0,
on sait que le module de Jacquet de τ ′ ne contient que des termes de la forme ⊗ρ′′,y′′>0ρ
′′| |y
′′
E × τ0.
Ainsi τ ′ est une se´rie discre`te et c’est ce que l’on a appele´ en [13] une se´rie discre`te fortement positive,
on en a de´ja` parle´ ci-dessus. Il est tre`s facile de classifier ces se´ries discre`tes quand on connaˆıt les
diffe´rents termes aρ,τ0 . Pour ces se´ries discre`tes, on de´montre que pour tout ρ repre´sentation cuspidale
θ-invariante irre´ductible d’un GL(dρ, E) telle que aρ,τ0 ≥ 0, il existe un ensemble totalement ordonne´,
e´ventuellement vide de segments de´croissants, de cardinal tρ,τ ′ ≥ 0 infe´rieur ou e´gal a` [(aρ,τ0)/2] + 1,
de la forme :
{[xi, (aρ,τ0 + 1)/2 − i+ 1]; i ∈ [1, tρ,τ ′ ]},
ou` x1 < · · · < xtρ,τ ′ , avec une inclusion :
τ ′ →֒ ×ρ;aρ,τ0≥0×i∈[1,tρ,τ ′ ] < ρ, xi, aρ,τ0−i+1 > ×τ0.
La de´monstration est sans difficulte´ et on renvoie a` loc.cit. pour les de´tails. On a alors :
πτ ′ = ×ρ;aρ,τ0>0
(
×i∈[1,tρ,τ ′St(ρ, 2xi + 1)×a<aρ,τ0−2tρ,τ ′ St(ρ, a)
)
×ρ;aρ,τ0=0;tρ,τ ′=1St(ρ, 2x1).
Il faut remarquer que si aρ,τ0 = 0 alors tρ,τ ′ vaut soit 0 soit 1. Cela termine la preuve.
Proposition. Soit τ une repre´sentation elliptique de U(n,E/F ) et soit π˜ une repre´sentation
elliptique irre´ductible de G˜n. On suppose que π˜ dans la de´composition 1.4 fournit un e´le´ment de
I
<U(n),st>
cusp (U(n)) non orthogonal a` τ . Alors τ est une se´rie discre`te et π˜ est un prolongement de πτ .
En particulier πτ est θ-discre`te.
On e´crit π˜ comme un prolongement de la repre´sentation :
π ≃ ×(ρ,a)∈ESt(ρ, a),
ou` E est un ensemble de couples forme´s d’une repre´sentation cuspidale irre´ductible θ invariante ρ et
d’un entier a ; cet ensemble est sans multiplicite´. On conside`re la repre´sentation
π+ :≃ ×(ρ,a)∈ESt(ρ, a+ 2).
C’est une repre´sentation de GL(n+, E) ou` n+ = n+ 2
∑
(ρ,a)∈E dρ. On ordonne E de telle sorte que si
(ρ′, a′) pre´ce`de (ρ′′, a′′) alors que ρ′ ≃ ρ′′ alors a′ < a′′. On calcule les modules de Jacquet successifs
Jacθ
ρ| |
(a+1)/2
E
· · · Jacθ
ρ′| |
(a′+1)/2
E
π˜+
15
ou` l’ordre e´crit ci-dessus et l’ordre inverse de celui de E ; c’est-a`-dire que l’on commence par le premier
e´le´ment pour aller vers le dernier. Chaque ope´ration donne une repre´sentation elliptique de la forme :
×(ρ,a)∈E≤St(ρ, a)×(ρ,a)∈E> St(ρ, a+ 2),
ou` E≤ est le sous-ensemble de E utilise´ pour prendre les modules de Jacquet et E> celui qui n’a pas
encore e´te´ utilise´. A la dernie`re e´tape, on trouve π˜. On ve´rifie alors qu’il existe τ+ intervenant dans
I
<U(n+),st>
cusp (U(n+, E/F ) et tel que τ soit un sous-quotient de Jacρ| |(a+1)/2E ;(ρ,a)∈E
τ+ ou` la` aussi les
(ρ, a) sont pris dans l’ordre indique´ ci-dessus. Le point ici est d’utiliser 1.6 (3) et de montrer que
les termes que l’on obtient sur < U(n), st > ne peuvent provenir que de la donne´e endoscopique
< U(n+), st > et non d’une donne´e de la forme < U(n1) × U(n2) > avec n2 > 0. Ceci est juste une
proprie´te´ du support cuspidal ordinaire ; en effet s’il n’en e´tait pas ainsi, il existerait une repre´sentation
elliptique de U(n2, E/F ), note´e τ
′, dont le support cuspidal ordinaire serait un sous-ensemble de
{ρ| |
(a+1)/2
E ; (ρ, a) ∈ E}, en particulier ce support cuspidal n’est forme´ que de repre´sentations de groupes
line´aires. Les exposants sont en valeur absolue, supe´rieurs ou e´gaux a` 1. Avec 4.1 on ve´rifie que τ ′ est
une se´rie discre`te et pas seulement une repre´sentation elliptique. Son support cuspidal e´tendu est alors
par de´finition inclus dans {ρ| |(a+1)/2, ρ| |−(a+1)/2 ; (ρ, a) ∈ E ; mais un tel support n’est pas une union
de segments centre´s en 0 et ne peut donc eˆtre le support cuspidal d’une repre´sentation tempe´re´e d’un
groupe line´aire. Ceci contredirait le lemme ci-dessus.
On a donc prouve´ l’existence de τ+. Par construction le support cuspidal ordinaire de τ+ se de´duit
donc de celui de τ en ajoutant l’ensemble {ρ| |
(a+1)/2
E ; (ρ, a) ∈ E d’ou`
Suppcusp(τ+) = Suppcusp(τ) ∪(ρ,a)∈E {(ρ| |
(a+1)/2 , ρ| |−(a+1)/2}.
Puisque τ+ est une repre´sentation elliptique, on sait aussi que son support cuspidal e´tendu s’e´crit sous
la forme :
∪(ρ′,a′)∈E ′ ∪y′∈[(a′−1)/2,−(a′−1)/2] ρ
′| |y
′
E .
On revient a` 4.1 pour savoir simplement que dans l’inclusion de cette re´fe´rence, les segments de J
(avec les notations de loc. cite) sont ne´cessairement de la forme < ρ′, (a′ − 1)/2, b′ > avec l’existence
de (ρ′, a′) ∈ E ′ et soit b′ > 0 soit b′ est lui-meˆme de la forme −(a′′−1)/2 avec (ρ′, a′′) ∈ E (cf. la preuve
du lemme ci-dessus).
Ainsi quand on applique les formules standard de Bernstein-Zelevinski pour calculer les modules de
Jacquet, on a Jacρ′| |xEτ
+ = 0 pour x > 0 sauf s’il existe (ρ′, a′) ∈ E ′ avec x = (a′ − 1)/2. De plus pour
un tel terme la filtration correspondante est re´duite a` un e´le´ment : il faut changer le segment qui est
soit de la forme < ρ′, (a′−1)/2, b′ > et < ρ′, (a′−1)/2−1, b′ > soit de la forme < ρ′, A′,−(a′−1)/2 >
en < ρ′, A′,−(a′ − 1)/2 + 1 >. Ainsi ce terme n’intervient plus pour les autres modules de Jacquet a`
cause de l’ordre mis. Et on montre progressivement que la non nullite´ du module de Jacquet de τ+
entraˆıne que pour chaque (ρ, a) ∈ E , il existe (ρ′, a′) ∈ E ′ avec ρ′ ≃ ρ et a′ = a+ 2.
En d’autres termes pour tout (ρ, a) ∈ E , il existe (ρ, a + 2) ∈ E ′ ; on note E ′′ l’ensemble restant.
Quand on passe de Suppcusp(τ+) a` Suppcusp(τ) on enle`ve pre´cise´ment les extreˆmite´s des segments
non dans E ′′ et on ne touche pas aux e´le´ments de E ′′ ; les couples non dans E ′′ fournissent donc
au support cuspidal e´tendu de τ exactement le support cuspidal de π et il ne reste donc plus qu’a`
de´montrer que E ′′ est vide. Mais, on a, puisque E donne le support cuspidal de π
n =
∑
(ρ,a)∈E
adρ.
D’ou` n+ =
∑
(ρ,a)∈E (a + 2)dρ =
∑
(ρ′,a′)∈E ′−E ′′ a
′dρ′ . Et par de´finition du support cuspidal e´tendu de
τ+
n+ =
∑
(ρ′,a′)∈E ′
a′dρ′ .
D’ou` E ′′ = ∅ ; ceci a plusieurs conse´quences. On sait que le support cuspidal e´tendu de τ correspond a`
un ensemble de segments centre´s a` l’origine, ensemble sans multiplicite´. Ainsi τ est une se´rie discre`te
et pas seulement une repre´sentation elliptique. La fin de la preuve est alors claire.
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5.5 Premie`re description des paquets stables de se´ries discre`tes pour les groupes
unitaires
Soit τ une se´rie discre`te irre´ductible de U(n,E/F ) ; on a de´fini le support cuspidal e´tendu de τ que
l’on peut voir comme le support cuspidal de la repre´sentation πτ de´ja` de´finie. Re´ciproquement soit π
une repre´sentation θ-discre`te de GL(n,E), on note Π(π) l’ensemble des se´ries discre`tes de U(n,E/F )
ayant comme support cuspidal e´te´ndu le support cuspidal de π.
Proposition. Soit π une se´rie θ-discre`te de GL(n,E) ; on suppose que Π(π) est non vide. Il
existe une unique (a` un scalaire pre`s) combinaison line´aire stable de se´ries discre`tes irre´ductibles de
U(n,E/F ) de la forme : ∑
cτ ,τ∈Π(π)
cττ.
De plus pour tout τ ∈ Π(π), cτ 6= 0.
Soit τ ∈ Π(π) ; on sait que la projection, f stτ de τ sur I
st
cusp(U(n,E/F )) est non nulle et il existe
donc une combinaison line´aire d’e´le´ments, f , de Icusp(G˜n) qui correspond a` f
st
τ dans 1.4. Il y a donc au
moins une repre´sentation elliptique π˜ intervenant dans f telle que sa de´composition fasse intervenir
τ . On a vu que π˜ est un prolongement de πτ = π. Ainsi la projection de πτ sur I
st
cusp(G˜n) donne
une distribution stable non nulle de U(n,E/F ). On sait que toutes les se´ries discre`tes de U(n,E/F )
intervenant dans cette de´composition ont comme support cuspidal e´tendu celui de πτ , c’est-a`-dire sont
dans Π(π). D’ou` l’existence d’une distribution stable ayant les proprie´te´s de l’e´nonce´ ; cette distribution
ve´rifie cτ 6= 0 pour le τ que nous avons fixe´. Montrons maintenant l’unicite´ annonce´e dans l’e´nonce´.
Soit donc f st, f
′,st ∈ Istcusp(U(n,E/F ) dont le support est inclus dans Π(π). On note f, f
′ les images
de ces e´le´ments dans Icusp(G˜n). En utilisant d’abord une repre´sentation τ dans le support de f
st puis
une repre´sentation τ ′ dans le support de f
′st, on ve´rifie comme ci-dessus qu’un prolongement de π
intervient dans f et dans f ′ avec un coefficient non nul ; changer de prolongement revient a` changer
les signes dans f st ou f
′st et on peut donc supposer que c’est le meˆme prolongement, π˜, qui intervient.
Quitte a` multiplier f st par un nombre complexe, on peut supposer que f − f ′ n’a plus π˜ dans son
support. L’image de f − f ′ dans 1.4 est pre´cise´ment f st − f
′st. Si f st − f
′st e´tait non nul, il faudrait
que f − f ′ ait un coefficient non nul sur π˜ ce qui est exclu. D’ou` f st = f
′st comme annonc¸e´.
Comme pour chaque e´le´ment de Π(π) il existe f st satisfaisant les hypothe`ses de l’e´nonce´ avec
cτ 6= 0, l’unicite´ que l’on vient de de´montrer assure la proprie´te´ de non nullite´, cτ 6= 0 pour tout
τ ∈ Π(π). Cela termine la preuve.
5.6 Support cuspidal et poˆle de fonctions L
Soit ρ une repre´sentation cuspidale irre´ductible, θ-invariante de GL(dρ, E). On note L(ρ, r
′
A, s)
la fonction L d’Asai-Shahidi de ρ ; cette fonction L s’introduit naturellement graˆce aux travaux de
Shahidi[19] comple´te´s par ceux de Goldberg [5], c’est elle qui controˆle l’irre´ductibilite´ de l’induite de ρ
au groupe unitaire quaside´ploye´ U(2dρ, E/F ) a` partir du parabolique de Levi GL(dρ, E). Cette induite
est irre´ductible si et seulement si L(ρ, r′A, s) a un poˆle en s = 0. Si cette induite est irre´ductible alors
l’induite dans la meˆme situation de ρ| |
1/2
E est, elle, re´ductible. Et vice et versa.
Proposition. Soit τ une se´rie discre`te irre´ductible de U(n,E/F ) et ρ comme ci-dessus ; on suppose
qu’il existe un entier a tel que ρ| |
(a−1)/2
E est dans le support cuspidal e´tendu de τ . Alors a est pair si
L(ρ, r′A, s) a un poˆle en s = 0 et impair sinon.
Une autre fac¸on de dire les choses peut-eˆtre plus parlante est la suivante : on a de´fini πτ comme
repre´sentation θ-discre`te de GL(n,E) telle que son support cuspidal est exactement le support cuspidal
e´tendu de τ . On e´crit
πτ = ×(ρ,a)∈ESt(ρ, a).
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Et la proposition dit que si (ρ, a) ∈ E alors a est pair si et seulement si L(ρ, r′A, s) a un poˆle en s = 0.
On suppose d’abord que τ est cuspidal ; on note x0 l’unique re´el positif ou nul tel que ρ| |
x0 × τ soit
re´ductible. On sait de´ja` que 2x0 + 1 est un entier et on va montrer qu’il est impair si et seulement si
L(ρ, r′A, s) n’a pas de poˆle en s = 0. Cela suffit graˆce a` [13] appendice que l’on ne re´crit pas ici. On fait
remarquer au lecteur que l’on de´montre ici meˆme un peu plus que ce qui est annonce´ dans l’e´nonce´
puisque l’on caracte´rise tous les points de re´ductibilite´ des induites de cuspidales.
Le caracte`re ω non trivial de E∗, dont la restriction a` F ∗ est le caracte`re de F ∗ correspondant
par la the´orie du corps de classe a` l’extension E de F est celui qui s’introduit dans les choix pour
l’endoscopie.
Supposons d’abord que L(ρ, r′A, s) n’a pas de poˆle en s = 0. En suivant [5] (introduction, (1)) on
sait que c’est alors L(ω ⊗ ρ, r′A, s) qui a un poˆle en s = 0. Ainsi l’induite pour U(2dρ, E/F ) de la
repre´sentation ω ⊗ ρ| |
1/2
E contient une sous-repre´sentation irre´ductible, τ2 qui est une se´rie discre`te.
On note f stτ la projection de τ sur I
st
cusp(U(n,E/F )) et f
st
2 la projection de τ2 sur I
st
cusp(U(2dρ, E/F )).
On conside`re l’e´le´ment f stτ ⊗ f
st
2 de
I
<U(n)×U(2dρ)>
cusp (U(n,E/F ) × U(2dρ, E/F ))
qu’il de´finit et l’image re´ciproque F dans Icusp(G˜n+2dρ) de cet e´le´ment (cf 1.4). On rappelle que l’on
identifie un e´le´ment de I<H>cusp et une repre´sentation virtuelle de H et on utilise la notation pour les
modules de Jacquet donne´e a` la fin de 1.6
On applique 1.6 (3) a` ces e´le´ments pour σ = ρ| |
1/2
E . On veut ve´rifier que le terme de droite
de loc. cite (3) contient l’e´le´ment f stτ comme composante sur I
<U(n),st>
cusp (U(n,E/F )) ; pour cela, il
suffit de ve´rifier que f st2 contient τ2 et des repre´sentations τ
′ telles que Jac
ωρ| |
1/2
E
τ ′ = 0. Soit τ ′ une
repre´sentation irre´ductible de U(2dρ, E/F ) dont le module de Jacquet contient comme sous-quotient
la repre´sentation ωρ| |
1/2
E du sous-groupe de Levi GL(dρ, E) ; un tel τ
′ est certainement un sous-
quotient de l’induite de ωρ| |
1/2
E . Mais le seul sous-quotient de cette induite qui soit tempe´re´e est τ2
d’ou` l’assertion cherche´e. Ainsi
Jacθ
ρ| |
1/2
E
F
est non nul avec les notations de loc.cite. Il est imme´diat que Jacθ
ρ| |
1/2
E
F est encore a` support dans
les repre´sentations θ-discre`tes (on enle`ve un facteur St(ρ, 2) quand un tel facteur apparaˆıt et sinon
on trouve 0). Et la projection de cet e´le´ment sur Istcusp(U(n,E/F )) doit donc co¨ıncider avec f
st
τ . Cela
veut dire que F a une composante non nulle sur πτ ×St(ρ, 2). On sait au de´part que πτ ×St(ρ, 2) est
θ-discre`te, cela veut dire que si l’on e´crit :
πτ = ×(ρ′,a′)∈ESt(ρ
′, a′)
l’ensemble E ne contient pas (ρ, 2). Or on sait que si aρ,τ ≥ 1 alors d’une part xρ,τ = (aρ,τ + 1)/2
et d’autre part si aρ,τ est pair, alors E contient (ρ, 2). On a donc montre´ que si aρ,τ ≥ 1 c’est un
entier impair et 2xρ,τ + 1 est un entier pair. On veut aussi montrer que le cas ou` xρ,τ = 1/2 est
impossible sous nos hypothe`ses. Il faut faire le meˆme raisonnement mais en remplac¸ant τ par l’unique
sous-module irre´ductible de l’induite τ ′ := ρ| |
1/2
E × τ . La cuspidalite´ de τ n’a servi a` rien ci-dessus.
Avec les hypothe`ses, πτ ′ est de la forme St(ρ, 2)×π
′ avec π′ convenable et on obtient la contradiction
cherche´e.
Re´ciproquement supposons que (aρ,τ +1)/2 est entier non demi-entier, c’est-a`-dire que soit aρ,τ =
−1 soit aρ,τ est un entier impair. On a de´fini, πτ et on conside`re
π := St(ρ, 2) × πτ .
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C’est encore une repre´sentation θ discre`te. On en fixe un prolongement π˜ a` G+n+2dρ . On regarde la
de´composition de l’image de π˜ dans Icusp(G˜n+2dρ) suivant 1.4. On note f
<H> les diffe´rentes com-
posantes quand < H > parcourt l’ensemble des groupes endoscopiques elliptiques de G˜n+2dρ . On cal-
cule le module de Jacquet Jacθ
ρ| |1/2
π et on obtient πτ . Cela permet de retrouver la de´composition de πτ
dans Icusp(G˜) en utilisant 1.6 (3) ; on ne s’interesse qu’a` la composante suivant I
<U(n),st>
cusp (U(n,E/F ). Il
faut donc conside´rer Jac
ρ| |
1/2
E
f<U(n+2dρ),st> (avec les notations de loc.cit.) et Jac
ωρ| |
1/2
E
f<U(n)×U(2dρ)>
ou` le module de Jacquet porte sur les repre´sentations de U(2dρ, E/F ). Ce terme est facile a` calculer :
il vaut 0 sauf si la repre´sentation τ2 construite ci-dessus existe, c’est-a`-dire si L(ρ, r
′
A, s) n’a pas de
poˆle en s = 0. Sous cette hypothe`se, on e´crit
f<U(n)×U(2dρ)> = f1 ⊗ τ2 ⊕ f
′,
ou` f ′ ne fait plus intervenir τ2 et
Jac
ωρ| |
1/2
E
f<U(n)×U(2dρ)> = f1.
Si L(ρ, r′A, s) n’a pas de poˆle en s = 0, on a la re´ciproque cherche´e. On raisonne donc par l’absurde
en supposant que cette fonction L a un poˆle. Alors, ne´cessairement Jacρ| |1/2f
<U(n+2dρ),st> est la
projection de πτ sur U
st(U(n,E/F )). Cette projection contient τ et il existe donc une repre´sentation
dans le support de f<U(n+2dρ),st> qui admet ρ| |1/2 ⊗ τ comme sous-quotient dans son module de
Jacquet. Cette repre´sentation est une se´rie discre`te et l’induite ρ| |1/2 × τ doit donc eˆtre re´ductible.
Ceci est contradictoire avec le fait que xρ,τ est entier non demi-entier. Cela termine la preuve.
5.7 Paquets stables de se´ries discre`tes pour les groupes unitaires
Soit ψ un homorphisme de WE × SL(2,C) dans GL(n,C). On suppose que ψ est semi-simple
borne´ et continu au sens usuel. On suppose que la repre´sentation ψ est sans multiplicite´ et qu’elle se
de´compose en somme de repre´sentations irre´ductibles,
ψ = ⊕(ρ,a)∈Eρ⊗ σa, (1)
ou` ici ρ est une repre´sentation irre´ductible de dimension finie dρ de WE et a un entier, σa e´tant
l’unique repre´sentation irre´ductible de SL(2,C) de dimension a. On dit que ψ est θ-discre`te si ψ est
sans multiplicite´ et si toutes les repre´sentations ρ intervenant dans (1) sont invariantes sous l’action
du compose´ de g 7→t g−1 et de la conjugaison dans WE venant de l’extension E/F .
On dit que ψ est stable si dans sa de´composition (1), on a en plus que pour tout (ρ, a) ∈ E , a est pair
si et seulement si L(ρ, r′A, s) a un poˆle en s = 0 ; ici il est plus simple de dire que dans cette fonction L,
ρ est la repre´sentation cuspidale de GL(dρ, E) correspondant a` ρ par la correspondance de Langlands.
Bien suˆr on peut interpre´ter cette de´finition par le fait que ψ se prolonge en un homomorphisme de
WF × SL(2,C) dans le groupe dual de U(n,E/F ). Mais on reste ici beaucoup plus e´le´mentaire.
On rappelle encore que la correspondance de Langlands associe a` tout morphisme ψ θ-discret
une repre´sentation θ-discre`te de GL(n,E) que l’on note π(ψ). On sait associer a` π(ψ) un paquet
stable de se´ries discre`tes de U(n,E/F ) (qui e´ventuellement peut eˆtre vide) en prenant la projection
de l’image d’un prolongement de π(ψ) dans Icusp(G˜n) sur I
<U(n),st>
cusp (U(n,E/F )). On note Π(ψ) le
paquet obtenu. On a montre´ en 5.5 que Π(ψ) est exactement forme´ des se´ries discre`tes de U(n,E/F )
dont le support cuspidal e´tendu co¨ıncide avec le support cuspidal de π(ψ). Il ne nous reste plus qu’a`
comple´ter cette description en montrant que Π(ψ) est non vide exactement quand ψ est stable. C’est
l’objet du the´ore`me suivant :
The´ore`me. Il existe une bijection entre l’ensemble des paquets stables de se´ries discre`tes de
U(n,E/F ) est l’ensemble des classes de conjugaison de morphismes θ-discrets et stables de WE ×
SL(2,C) dans GL(n,C). La bijection est celle explique´e ci-dessus.
Le the´ore`me re´sulte exactement de 5.5 et de 5.6
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6 Changement de base
Le but de cette partie est de de´montrer qu’a` toute repre´sentation θ-discre`te π de GL(n,E) est
associe´e une unique donne´e endoscopique elliptique < H > de G˜n telle que l’image d’un prolongement
de π dans Icusp(G˜n) soit exactement dans l’image de I
<H>
cusp (H) dans la de´composition 1.4. On va
de´montrer cela, en montrant que < H > est uniquement de´termine´ par le support cuspidal de π.
Soit n = n1+n2 une de´composition de n, le couple (n1, n2) est ordonne´. On en de´duit une donne´e
endoscopique < H > de G˜n.
Soient τ1 une se´rie discre`te de U(n1, E/F ) et τ2 une se´rie discre`te de U(n2, E/F ) ; on les suppose
irre´ductible. On leur a associe´ via le support cuspidal des repre´sentations πτ1 et πτ2 de GL(n1, E) et
GL(n2, E) respectivement. On pose :
πτ1⊗τ2 = πτ1 × (ω ⊗ πτ2),
ou` ω est comme ci-dessus un caracte`re de E∗ dont la restriction a` F ∗ est le caracte`re de F ∗ correspon-
dant a` l’extension E/F .
Lemme. Soit π une repre´sentation θ-discre`te de GL(n,E) dont on fixe un prolongement π˜ a` G˜n.
On note fπ l’image de π˜ dans Icusp(G˜n). On suppose que la projection de fπ sur I
<H>
cusp (H) est non
nulle. Alors π = πτ1⊗τ2 .
Ce lemme, dans le cas ou` n1 = n, est un cas particulier de la proposition de 5.4 ; il s’en de´duit
aussi si n2 = n, puisque la tensorisation par ω rame`ne au cas stable. La de´monstration du cas ge´ne´ral
suit le meˆme principe. On fixe π comme dans l’e´nonce´ que l’on e´crit :
π = ×(ρ,a)∈ESt(ρ, a).
On note π+ := ×(ρ,a)∈ESt(ρ, a + 2) ; c’est une repre´sentation de GL(n
+, E) ou` n+ est convenable.
Et on ordonne encore E de fac¸on a` ce que si (ρ′, a′) pre´ce`de (ρ′′, a′′) avec ρ′ = ρ′′ alors a′ < a′′. On
fixe un prolongement π˜+ de π+ et on regarde l’image de π˜+ dans Icusp(G˜n+) et la de´composition de
cet e´le´ment suivant 1.4. On va encore prendre les modules de Jacquet successifs suivant les e´le´ments
ρ′| |
(a′+1)/2
E pour (ρ
′, a′) parcourant E dans l’ordre. A chaque e´tape on obtient une repre´sentation
elliptique et a` la fin on trouve π. Quand on applique successivement 1.6 (3), on obtient simple-
ment l’existence d’une de´composition de E en 2 sous-ensembles E1 ∩ E2, une donne´e endoscopique
< U(n+1 ) × U(n
+
2 ) > de G˜n+ et un e´le´ment τ
+
1 ⊗ τ
+
2 dans le support de la projection de π˜
+ sur
I
<U(n+1 )×U(n
+
2 )>
cusp (U(n
+
1 , E/F ) × U(n
+
2 , E/F )) tel que τ
+
1 ait dans son module de Jacquet un sous-
quotient isomorphe a` ⊗(ρ′,a′)∈E1ρ
′| |
(a′+1)/2
E ⊗ τ1 et τ
+
2 ait dans son module de Jacquet un sous-
quotient isomorphe a` ⊗(ρ′,a′)∈E2ωρ
′| |
(a′+1)/2
E ⊗τ2. On sait que τ1 est une se´rie discre`te ; en particulier si
(ρ′, a′) ∈ E1 alors a
′ est pair exactement si L(ρ′, r′A, s) a un poˆle en s = 0. De meˆme si (ρ
′, a′) ∈ E2 alors
a′ est pair exactement si L(ωρ′, r′A, s) a un poˆle en s = 0 ; c’est la condition oppose´e a` la pre´ce´dente
puisqu’elle est e´quivalente a` L(ρ′, r′A, s) n’a pas de poˆle en s = 0. Ainsi la de´composition de E en E1∪E2
est comple`tement de´termine´e a priori. Ensuite ce sont les arguments standard :
Suppcusp(τ+1 ) = ∪(ρ′,a′)∈E1{ρ
′| |(a
′+1)/2, ρ′| |−(a
′+1)/2} ∪ Suppcusp(τ1).
Cela prouve encore que
πτ1 = ×(ρ′,a′)∈E1St(ρ
′, a′)× π′1, (1)
ou` π′1 est une repre´sentation θ-discre`te convenable. On fait la meˆme chose en remplac¸ant 1 par 2 et
on trouve que
πτ2 = ×(ρ′,a′)∈E2ω ⊗ St(ρ
′, a′)× π′2 (2)
ou` π′2 est une repre´sentation θ-discre`te convenable. En comparant les dimensions, on trouve encore
que π′1 et π
′
2 sont ne´cessairement triviales. En mettant ensemble (1) et (2) tordu par ω, on obtient
πτ1⊗τ2 = πτ1 × (ω ⊗ πτ2) = ×(ρ′,a′)∈ESt(ρ
′, a′) = π.
D’ou` le lemme.
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6.1 Changement de base re´ciproque
The´ore`me. Soit π une repre´sentation θ discre`te de GL(n,E). Alors il existe une donne´e endo-
scopique elliptique < H > de G˜n tel que π soit < H >-stable. Et < H > est e´videmment unique avec
cette proprie´te´.
Soit π comme dans l’e´nonce´ et π˜ un prolongement de π ; on note fπ l’image de π dans Icusp(G˜n).
Soit < H > une donne´e endoscopique de G˜n telle que fπ ait une projection non nulle sur I
<H>
cusp (H).
On e´crit < H >=< U(n1 × U(n2) > et on a vu qu’il existe τ1, τ2 des se´ries discre`tes irre´ductibles de
U(n1, E/F ) et U(n2, E/F ) respectivement telles que
π = πτ1 × (ω ⊗ πτ2).
On e´crit π = ×(ρ′,a′)∈ESt(ρ
′, a′) et pour i = 1, 2,
πτi = ×(ρ′,a′)∈EiSt(ρ
′, a′).
On sait que π = πτ1⊗τ2 ce qui est e´quivalent a` dire que
E = E1 ∪(ρ′,a′)∈E2 (ωρ
′, a′).
Or soit (ρ′, a′) ∈ E ; alors (ρ′, a′) ne peut eˆtre dans E1 que si a
′ est pair quand L(ρ′, r′A, s) n’a pas de
poˆle en s = 0 et impair sinon. Et (ωρ′, a′) ne peut eˆtre dans E2 que si a
′ est pair quand L(ωρ′, r′A, s) a
un poˆle en s = 0 et impair sinon. Les proprie´te´s de la fonction L(ρ′, r′A, s) et la paritie´ de a
′ de´termine
donc si (ρ′, a′) ∈ E1 ou si (ωρ
′, a′) ∈ E2 les 2 possibilite´s e´tant exclusives l’une de l’autre. D’ou` l’unicite´
de < H > et le the´ore`me.
7 Cardinal des paquets stables
On suppose ici que U(n,E/F ) est quaside´ploye´.
On fixe un morphisme ψ de WE × SL(2,C) dans GL(n,C), θ-discret ; on a de´fini le paquet de
se´ries discre`tes Π(ψ). On note IUcusp[ψ] le sous-espace vectoriel de Icusp(U(n,E/F )) engendre´ par
l’image des e´le´ments de Π(ψ). Soit H un groupe endoscopique de U(n,E/F ) ; H est de la forme
U(n1, E/F ) × U(n2, E/F ) avec n1 + n2 = n et l’ordre ici n’importe pas. En particulier si n1 = n2, la
donne´e endoscopique qui vient avec H admet un automorphisme exte´rieur provenant de U(n). Pour
n1, n2 tel que n1 + n2 = n, on de´finit d’abord I
n1,n2
cusp [ψ] en ge´ne´ralisant la de´finition ci-dessus et en
sommant sur tous les morphismes, ψ′ de WE × SL(2,C) dans GL(n1,C) × GL(n2,C) dont l’image
par l’inclusion de GL(n1,C)×GL(n2,C) dans GL(n,C) est conjugue´ de ψ. Et on note I
n1,n2,st
cusp [ψ] le
sous-espace de In1,n2cusp [ψ] forme´ des e´le´ments stables.
Ici on ne peut plus ignorer le fait que certaines repre´sentations elliptiques ne sont pas des se´ries
discre`tes. On note In,ellcusp le sous-espace vectoriel de Icusp(U(n,E/F ) engendre´ par l’image des repre´sen-
tations elliptiques qui ne sont pas des se´ries discre`tes. On a de´ja` vu (cf. 5.7) que
Icusp(U(n,E/F )) = ⊕ψIcusp[ψ]⊕ I
n,ell
cusp ,
ou` ψ parcourt l’ensemble des morphismes θ-discrets pris a` conjugaison pre`s somme de repre´sentations
stables.
Istcusp(U(n,E/F )) = ⊕ψCfψ, (1)
ou` fψ est la combinaison line´aire stable de se´ries discre`tes dans Π(ψ) (cf. encore 5.7). On a en plus
In,ellcusp ∩ I
st
cusp(U(n,E/F )) = 0,
puisque Istcusp(U(n,E/F ) = I
st
cusp(G˜n) a e´te´ de´crit par 6.1 comme e´tant e´gal a` (1).
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Pour n = n1 + n2 comme ci-dessus avec n1n2 6= 0, on de´finit diffe´remment I
n1,n2,st,ell
cusp . On pose :
In1,n2,st,ellcusp := ⊕ψ1×ψ2I
st
cusp(U(n1, E/F ) × U(n2, E/F ))[ψ1 × ψ2],
ou` la somme porte sur les morphismes ψi (pour i = 1, 2) de WE × SL(2,C) dans GL(ni,C), θ-discret
mais tel que les repre´sentations de´finies par ψ1 et ψ2 ne sont pas disjointes. En d’autres termes ψ1×ψ2
vu comme repre´sentation de dimension n n’est pas θ-discre`te.
On utilise la de´composition de [3] 3.5 ; c’est ici que l’on utilise le fait que U(n,E/F ) est quaside´ploye´ :
Icusp(U(n,E/F )) = ⊕n1,n2I
st,OUT
cusp (U(n1, E/F ) × U(n2, E/F )), (1)
ou` la somme porte sur les couples non ordonne´s n1, n2 tel que n = n1 + n2 et ou` OUT indique que si
n1 = n2 on conside`re les e´le´ments invariants par l’action de l’automorphisme exte´rieur e´changeant les
2 copies. Si n1 6= n2, OUT est sans objet. Rappelons qu’ici on a suppose´ U(n,E/F ) quasi-de´ploye´.
Soit ψ comme ci-dessus et n1 = n2 ; l’espace I
n1,n2,st
cusp [ψ] est stable sous-l’action de OUT . Son
supple´mentaire naturel (l’espace des e´le´ments instables, c’est-a`-dire les inte´grales orbitales dont la
somme sur toute classe stable est nulle) est lui aussi stable sous OUT et on obtient facilement :
Ist,OUTcusp (U(n1, E/F ) × U(n2, E/F )) =
∑
ψ
Ist,OUTcusp (U(n1, E/F ) × U(n2, E/F ))[ψ] ⊕ I
st,ell,OUT
cusp (U(n1, E/F ) × U(n2, E/F )).
Lemme. Soit ψ un morphisme θ-discret comme ci-dessus. Soit n = n1 + n2.
L’image de Ist,OUTcusp (U(n1, E/F ) × U(n2, E/F ))[ψ] dans Icusp(U(n,E/F )) suivant (1) est incluse
dans Icusp(U(n,E/F ))[ψ].
On fixe τ ∈ Π(ψ) et on montre que la de´composition de τ vu comme e´le´ment de Icusp(U(n,E/F ))
a une projection sur chaque Istcusp(U(n1, E/F ) × U(n2, E/F )) incluse dans
Istcusp(U(n1, E/F ) × U(n2, E/F ))[ψ].
On e´crit fτ l’e´le´ment de Icusp(U(n,E/F )) correspondant a` τ . Et on de´compose :
fτ = ⊕Hf
H
τ ,
ou` pour toutH groupe endoscopique elliptique de U(n,E/F ), fHτ est un e´le´ment de I
st
cusp(U(n1, E/F )×
U(n2, E/F )). On peut donc de´composer cet e´le´ment suivant la base obtenue a` l’aide du produit de
morphisme ψ1 × ψ2, ou` ψ1 et ψ2 sont θ-discrets et on doit de´montrer que seuls interviennent les
morphismes ψ1 × ψ2 qui sont conjugue´s de ψ. C’est donc encore un proble`me de support cuspidal ; il
faut de´montrer que le support cuspidal e´tendu de τ est le support cuspidal de π(ψ1)× π(ψ2).
On reprend les me´thodes de´ja` utilise´es ; on e´crit
π(ψ) = ×(ρ,a)∈ESt(ρ, a).
On note ψ+ le morphisme tel que
π(ψ+) = ×(ρ,a)∈ESt(ρ, a+ 2).
Et on a montre´ dans la preuve de la proposition de 5.4, l’existence d’un e´le´ment τ+ dans Π(ψ+)
sous-module irre´ductible de l’induite
×(ρ,a)∈Eρ| |
(a+1)/2
E × τ,
ou` ici l’ordre sur E est important ; l’e´le´ment (ρ, a) pre´ce`de (c’est -a`-dire est a` gauche ci-dessus) l’e´le´ment
(ρ, a′) si a < a′.
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On e´crit la de´composition de fτ+ comme ci-dessus et on calcule les modules de Jacquet par rapport
aux e´le´ments ρ| |
(a+1)/2
E pris dans le meˆme ordre : on commence par celui de gauche et on ”remonte”.
Pour H fixe´, ψ1 × ψ2 et τ1 ⊗ τ2 une se´rie discre`te de ce paquet, intervenant dans la de´composition
de fHτ , on trouve qu’il existe (au moins) un groupe endoscopique H
′
1 ×H
′
2, (au moins) un morphisme
ψ′1×ψ
′
2 et (au moins) une se´rie discre`te, τ
′
1,2 dans le paquet de´fini, dont le module de Jacquet contient
comme sous-quotient(
⊗(ρ′,a′)∈E1ρ
′| |
(a′+1)/2
E ⊗ τ1
)
⊗
(
⊗(ρ′′,a′′)∈E2ρ
′′| |
(a′′+1)/2
E ⊗ τ2
)
,
ou` la de´composition de E en E1∪E2 de´pend des choix et ne nous importe pas. En prenant les supports
cuspidaux e´tendus, on trouve :
suppcusp(π(ψ′1)× π(ψ
′
2)) = suppcusp(π(ψ1)× π(ψ2) ∪ {ρ| |
(a+1)/2 , ρ| |−(a+1)/2}.
Ici on a e´te´ un peu trop vite en faisant toutes les e´tapes en un seul coup mais elle sont progressives :
ce que l’on veut est que les e´le´ments (ρ, (a + 1)/2), (ρ,−(a + 1)/2 sont des extre´mite´s des segments
de ψ′1 × ψ
′
2. On a de´ja` vu dans la preuve de la proposition de 5.4 qu’il en e´tait bien ainsi. On a
aussi vu qu’un simple calcul des dimensions assurent que tout segment dans le support cuspidal de
π(ψ′1) × π(ψ
′
2) est obtenu ainsi. On en de´duit donc que le support cuspidal de π(ψ
′
1) × π(ψ
′
2) est
pre´cise´ment celui de la repre´sentation :
×(ρ,a)∈ESt(ρ, a+ 2).
Et celui de π(ψ1)×π(ψ2) s’obtient en enlevant toutes les extre´mite´s et c’est donc celui de π(ψ) comme
annonce´.
7.1 Cardinal
The´ore`me. Soit ψ un morphisme θ-discret de WE × SL(2,C) dans GL(n,C). On note ℓ(ψ) la
longueur de la repre´sentation ainsi de´finie. Alors :
|Π(ψ)| = 2ℓ(ψ)−1.
On sait que le nombre d’e´le´ments dans Π(ψ) est exactement la dimension de l’espace vectoriel
Icusp(U(n,E/F )[ψ]. Et on sait aussi que I
st
cusp[ψ] est de dimension 1. Soit n1+n2 = n une de´composition
ordonne´e de n et soit ψi pour i = 1, 2 des morphismes de WE × SL(2,C) dans GL(ni,C). L’auto-
morphisme de Icusp(U(n1, E/F )×U(n2, E/F ))[ψ1×ψ2] sur Icusp(U(n2, E/F )×U(n1, E/F ))[ψ2×ψ1]
envoie la droite ”stable” sur son homologue. On suppose que ψ1 × ψ2 est conjugue´ de ψ ; alors ψ1 et
ψ2 n’ont aucune sous-repre´sentation en commun. Cela prouve que si n est pair, le groupe OUT n’a
pas de droite fixe dans Istcusp(U(n/2, E/F ) × U(n/2, E/F ))[ψ] d’ou`
dim Ist,OUTcusp (U(n/2, E/F ) × U(n/2, E/F )) = 1/2dim I
st
cusp(U(n/2, E/F ) × U(n/2, E/F ))[ψ].
On a donc
dim Icusp(U(n,E/F ))[ψ] = 1/2
∑
(n1,n2);n1+n2=n
dim Istcusp(U(n1, E/F ) × U(n2, E/F ))[ψ], (1)
ou` la somme porte sur les de´compositions ordonne´es de n ; entre autre la de´composition (0, n) n’est
pas la meˆme que (n, 0). Soit n1, n2 une de´composition de n. On a encore
Istcusp(U(n1, E/F ) × U(n2, E/F ))[ψ] = ⊕ψ1,ψ2I
st
cusp(U(n1, E/F ))[ψ1]⊗ I
st
cusp(U(n2, E/F ))[ψ2],
ou` ψ1, ψ2 sont comme ci-dessus et ψ1 ×ψ2 est conjugue´ de ψ. Il faut donc calculer le nombre de telles
de´compositions. Pour faire ces calculs, on inverse les sommes : on de´compose ψ en le produit de 2
repre´sentations de WE ×SL(2,C), produit ordonne´, et cette de´composition de´termine uniquement n1
et n2. Ces de´compositions sont en bijection avec l’ensemble des applications de l’ensemble des sous-
repre´sentations irre´ductibles incluses dans ψ dans {±1}. Il y a donc 2ℓ(ψ) telles de´compositions. Il ne
faut pas oublier le 1/2 qui vient de OUT (cf (1) ci-dessus) et on trouve le re´sultat.
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8 Classification des repre´sentations cuspidales
8.1 De´finitions
On fixe un homomorphisme ψ de WE × SL(2,C) dans GL(n,C), θ discret et on suppose que ce
morphisme parame´trise un paquet non vide, Π(ψ) de se´ries discre`tes. Soit s un e´le´ment, θ-invariant,
du centralisateur de ψ dans GL(n,C). On note z la matrice diagonale de GL(n,C) de valeurs propres
−1. Le centralisateur de s dans GL(n,C) est un produit de 2 groupes line´aires GL(n1,C)×GL(n2,C),
ou` n1 est la dimension de l’espace propre correspondant a` la valeur propre −1 de s. En remplac¸ant
s par zs on e´change n1 et n2. Puisque s est dans le centralisateur de ψ, le morphisme ψ se factorise
par GL(n1,C) × GL(n2,C) et on note ψs cette factorisation. On obtient ainsi une repre´sentation
π(ψs) de GL(n1, E) × GL(n2, E). On la prolonge en une repre´sentation de G˜n1 × G˜n2 ce qui donne
naturellement un e´le´ment de Istcusp(G˜n1 × G˜n2) et donc de I
st
cusp(U(n1, E/F ) ⊗ I
st
cusp(U(n2, E/F ). On
note Ψs. la projection de cet e´le´ment dans I
st,OUT
cusp (H), ou` H est la donne´e endoscopique de U(n,E/F )
associe´e au groupe U(n1, E/F )×U(n2, E/F ). Comme nous n’avons pas fixe´ le choix de l’extension, en
travaillant avec sz plutoˆt que s on aurait trouve´ le meˆme re´sultat au signe pre`s. On fixe donc un choix
et on note fψ,s l’image de cet e´le´ment dans Icusp(U(n,E/F )). On a vu que cet e´le´ment s’interpre`te
comme une combinaison line´aire des caracte`res des repre´sentations dans Π(ψ). Ainsi par inversion,
on de´finit pour tout e´le´ment π ∈ Π(ψ) des nombres complexes d(s., π) uniquement de´termine´s par
l’e´galite´ de caracte`res :
tr π =
∑
(s,sz)
d(s., π)fψ,s.
On de´compose ψ en repre´sentations irre´ductibles et soit (ρ, a) un couple forme´ d’une repre´sentation
irre´ductible de WE et d’un entier a tel que, en notant σ[a] la repre´sentation irre´ductible de SL(2,C)
de dimension a, la repre´sentation ρ ⊗ σ[a] de WE × SL(2,C) soit une sous-repre´sentation de ψ. On
suppose qu’il existe 0 ≤ b < a tel que, si b 6= 0, ρ ⊗ σ[b] soit aussi une sous-repre´sentation de ψ et si
b = 0 que a est pair. On note alors a− le plus grand e´le´ment b ve´rifiant les proprie´te´s ci-dessus. On
pose zρ,a l’e´le´ment du centralisateur de ψ dans GL(n,C) dont les valeurs propres −1 ont exactement
pour espace propre la somme de ρ ⊗ σ[a] ⊕ ρ ⊗ σ[a−]. On note A(ψ) le sous-groupe du centralisateur
de ψ engendre´ par ces e´le´ments zρ,a quand (ρ, a) parcourt tous les couples possibles.
Lemme. Soient (ρ, a), zρ,a ayant les proprie´te´s pre´ce´dentes. Pour tout s comme ci-dessus, il existe
un signe ζs,ρ,a tel que
Jac
ρ| |(a−1)/2,··· ,ρ| |(a−+1)/2
fψ,s = ζs,ρ,aJacρ| |(a−1)/2,··· ,ρ| |(a−+1)/2fψ,szρ,a.
Il faut distinguer 2 cas. Dans le premier cas l’espace propre pour la valeur propre −1 de s contient
l’espace de la repre´sentation ρ ⊗ σ[a] et ne contient pas l’espace de la repre´sentation ρ ⊗ σ[a−]. Le
deuxie`me cas est le cas ou` la valeur propre −1 de s a un espace propre qui contient la somme de ces
2 repre´sentations. Quitte a` changer s en sz, on se trouve dans l’un ou l’autre cas.
Dans les 2 cas, la de´monstration utilise le fait que prendre les modules de Jacquet est compatible
avec le transfert endoscopique. Pour simplifier l’e´criture, on enle`ve les E des valeurs absolues. On a
de´fini Jacθσ a` la fin de 1.6 pour σ une repre´sentation cuspidale ; on ge´ne´ralise cette notation a` un
ensemble fini de repre´sentations cuspidales, σ1, · · · , σk, en posant Jac
θ
σ1,··· ,σk
:= Jacθσk ◦ · · · ◦ Jac
θ
σ1 .
Conside´rons d’abord le premier cas ; on calcule Jacθ
ρ| |(a−1)/2,···ρ| |(a−+1)/2
π(ψs) ; on e´crit ψs = ψ1×ψ2
ou` ψi pour i = 1, 2 est a` valeurs dans GL(ni,C), de´composition suivant les espaces propres de s. On
a alors facilement :
Jacθ
ρ| |(a−1)/2,··· ,ρ| |(a−+1)/2
(
π(ψ1)⊗ π(ψ2)
)
=
(
Jacθ
ρ| |(a−1)/2,··· ,ρ| |(a−+1)/2
π(ψ1)
)
⊗ π(ψ2).
On note ψ′1 le morphisme qui se de´duit de ψ en remplac¸ant la sous-repre´sentation ρ⊗σ[a] par ρ⊗σ[a−]
et le re´sultat est π(ψ′1)⊗π(ψ2). L’action de θ sur le re´sultat est de´termine´e par le choix fait au de´part.
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On fait le meˆme calcul en partant de szρ,a. Alors le morphisme ψszρ,a vaut ψ
′
1 ⊗ ψ
′
2 ou` ψ
′
1 est
exactement comme ci-dessus et ψ′2 se de´duit de ψ2 en remplac¸ant la repre´sentation ρ ⊗ σ[a−] en
ρ⊗ σ[a]. Et on obtient :
Jacθ
ρ| |(a−1)/2,··· ,ρ| |(a−+1)/2
(
π(ψ′1)⊗ π(ψ
′
2)
)
= π(ψ′1)⊗
(
Jacθ
ρ| |(a−1)/2,···ρ| |(a−+1)/2
π(ψ′2)
)
= π(ψ′1)⊗ π(ψ
′
2).
Il n’y a pas de difficulte´ a` faire agir le groupe des automorphismes exte´rieurs venant de U(n,E/F )
sur la donne´e endoscopique pour garder l’e´galite´ au signe pre`s des transferts endoscopiques
Jac
ρ| |(a−1)/2,···ρ| |(a−+1)/2
fψ,s
et Jac
ρ| |(a−1)/2,···ρ| |(a−+1)/2
fψ,szρ,a, le signe de´pend de l’action de θ ; ici c’est une e´galite´ dans Icusp(U(n−
(a− a−)dρ, E/F )), on se trouve dans la partie elliptique non se´rie discre`te.
Conside´rons maintenant le 2e cas : on note encore ψ1 × ψ2 la de´composition en produit de ψs. Ici
on note ψ′1 le morphisme qui se de´duit de ψ1 en enlevant les 2 repre´sentations ρ⊗ σ[a] et ρ⊗ σ[a−]. Et
on a :
Jacθ
ρ| |(a−1)/2,···ρ| |(a−+1)/2
(
π(ψ1)⊗ π(ψ2)
)
=
(
Jacθ
ρ| |(a−1)/2,···ρ| |(a−+1)/2
π(ψ1)
)
⊗ π(ψ2)
=
(
St(ρ, a−)× St(ρ, a−)× π(ψ
′
1)
)
⊗ π(ψ2).
Il y a en plus une action de θ que l’on n’e´crit pas. Ici on quitte les espaces Icusp a` cause du fait que
St(ρ, a) intervient 2 fois. Mais on sait calculer le transfert vers une distribution stable de U(n1− (a−
a−)dρ, E/F ) × U(n2, E/F ), cela vaut exactement
St(ρ, a−)× Transfert
st(π(ψ′1)⊗ π(ψ2)
ou` le Transfertst est le transfert stable re´ciproque entre G˜n′1 × G˜n2 et le produit de groupe uni-
taire correspondant (n′1 est la dimension de la repre´sentation ψ
′
1 et n2 celle de ψ2). Il faut main-
tenant faire le transfert endoscopique vers U(n,E/F ) ; ce transfert est compatible a` l’induction par
St(ρ, a−) et son image est donc St(ρ, a−)× π
H(ψ′1 × ψ2) ou` π
H(ψ′1 × ψ2 est le transfert endoscopique
de Transfertst(π(ψ′1) ⊗ π(ψ2) ; pour calculer cette repre´sentation virtuelle, on peut de nouveau se
placer dans le Icusp convenable et on obtient un e´le´ment de la forme fψ′1×ψ2,s′ , ou` s
′ est la restriction
de s sur l’espace de ψ′1 × ψ2.
On fait le meˆme calcul en partant de szρ,a ; la de´composition de ψs est ψ
′
1 × ψ
′
2, ou` ψ
′
1 est comme
ci-dessus et ψ′2 est la somme de ψ2 avec les 2 repre´sentations ρ⊗ σ[a] et ρ⊗ σ[a−]. Les calculs se font
ensuite exactement comme ci-dessus, c’est ψ′1 qui joue un roˆle muet et π(ψ2) dont on prend le module
de Jacquet. On obtient encore
Jacθ
ρ| |(a−1)/2,···ρ| |(a−+1)/2
(
π(ψ′1)⊗ π(ψ
′
2)
)
= π(ψ′1)⊗
(
Jacθ
ρ| |(a−1)/2,···ρ| |(a−+1)/2
π(ψ′2)
)
=
π(ψ′1)⊗
(
St(ρ, a−)× St(ρ, a−)× π(ψ2)
)
.
La fin est exactement comme ci-dessus, on commence par sortir l’induction puis on peut retravailler
dans Icusp. On obtient encore comme image St(ρ, a−)× fψ′1×ψ2,s′.
Cela prouve le lemme.
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8.2 Traduction des proprie´te´s des modules de Jacquet
Fixons ψ un morphisme de WE × SL(2,C) dans GL(n,C), θ-discret.
On a de´ja` de´fini les fonctions d(τ, s.) et les signes ζs,ρ,a. On a vu que pour s = 1, d(τ, 1
.) 6= 0 pour
tout τ ∈ Π(ψ) ; c’est le fait que la projection de tr τ sur Istcusp(U(n,E/F ) est non nulle. La premie`re
des conjectures est que pour un bon choix de l’extension de π(ψ) a` G˜n, pour tout τ , d(τ, 1
.) vaut
|Π(ψ)|−1, c’est-a`-dire 2−ℓ(ψ)+1. En choisissant la meˆme normalisation pour tous les groupes G˜m pour
m ≤ n, on normalise ainsi tous les e´le´ments qui ont servi a` de´finir la matrice d(τ, s.). Les conjectures
d’Arthur sont exprime´es en termes de la matrice inverse de la matrice
(
d(τ, s.)
)
. En traduisant cela
donne :
d(τ, s.)2ℓ(ψ)−1 est un signe et l’application s 7→ d(τ, s.)2ℓ(ψ)−1 est un caracte`re de (CentGL(n,C)ψ)
θ
trivial sur le sous-groupe du centre de GL(n,C) forme´ des e´le´ments θ-invariants.
Une variante plus faible serait de montrer que pour tout s, s′ dans le centralisateur, d(s, τ)d(s′, τ) 6=
0 et le quotient d(s, τ)/d(s′, τ) ne de´pend que de ss′ ( tout e´le´ment du centralisateur est de carre´ 1).
Nous nous allons montrer une forme plus faible encore mais qui suffit pour caracte´riser les repre´sen-
tations cuspidales. Soit (ρ, a) comme dans 8.1 avec a− de´fini. On prend la notation :
Jac
ρ| |(a−1)/2,··· ,ρ| |(a−+1)/2
τ := Jac
ρ| |
(a−+1)/2
E
◦ · · · ◦ Jac
ρ| |
(a−1)/2
E
τ.
Proposition. Soit τ ∈ Π(ψ) alors Jac
ρ| |(a−1)/2,··· ,ρ| |(a−+1)/2
τ = 0 si et seulement si pour tout s
comme ci-dessus
d(s., τ) = −ζs,ρ,ad(s
.zρ,a, τ).
On simplifie la notation en remplac¸ant Jac
ρ| |(a−1)/2,··· ,ρ| |(a−+1)/2
par Jac(a−1)/2,··· ,(a−+1)/2. On e´crit
avec les de´finitions, pour tout τ ∈ Π(ψ) et pour ρ, a comme ci-dessus :
Jac(a−1)/2,··· ,(a−+1)/2τ =
∑
s.
d(s., τ)Jac(a−1)/2,··· ,(a−+1)/2fψ,s
=
∑
(s.,s.zρ,a)
(d(s., τ) + ζs,ρ,ad(s
.zρ,a, τ))Jac(a−1)/2,··· ,(a−+1)/2fψ,s.
Il est clair que si la condition de l’e´nonce´ est ve´rifie´e, cette somme est nulle terme a` terme. C’est la
re´ciproque qu’il faut prouver a` savoir partir de τ avec Jac(a−1)/2,··· ,(a−+1)/2τ = 0 et en de´duire que
chaque terme de la somme est nulle. On reprend les calculs plus pre´cis des termes
Jac(a−1)/2,··· ,(a−+1)/2fψ,s
faits dans la preuve du lemme de 8.1. On re´utilise la filtration qu’Arthur a introduite dans [3] ; le terme
de plus ”haut” degre´ est ce qui provient de Icusp(U(n,E/F )) et les autres termes de la filtration ont
un gradue´ qui voit les Icusp(M) pourM les Levi de U(n,E/F ). On projette (1) sur le plus haut terme
de cette filtration ; toutes les contributions des s tels que ρ⊗σ[a] et ρ⊗σ[a−] sont dans le meˆme espace
propre pour s disparaissent. Il ne reste que les contributions des s qui se´parent ces 2 repre´sentations.
On a alors vu que Jac(a−1)/2,··· ,(a−+1)/2fψ,s sont des e´le´ments de Icusp(U(n−2dρ, E/F ) qui proviennent
de la distribution stable associe´e a` ψ′1 × ψ2 dans le groupe endoscopique e´vident avec l’e´criture. Ces
e´le´ments sont donc line´airement inde´pendants et la nullite´ de (1) assure que pour ces s, on a la relation
de l’e´nonce´. Il ne reste donc plus que les termes faisant intervenir une induction par St(ρ, a−) avec un
e´le´ment fψ′1×ψ2,s′. Ces termes sont aussi line´airement inde´pendants et on obtient la relation annonce´e
dans l’e´nonce´.
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8.3 Remarques
On reprend les notations ψ, (ρ, a, a−) du paragraphe pre´ce´dent.
Remarque.{τ ∈ Π(ψ);Jac
ρ| |(a−1)/2,··· ,ρ| |(a−+1)/2
τ = 0} est de cardinal |Π(ψ)|/2 c’est-a`-dire 2ℓ(ψ)−2.
Le cardinal de l’ensemble de l’e´nonce´ de la remarque est e´gal au rang de la matrice rectangu-
laire d(τ, s.), ou` τ parcourt cet ensemble et s. parcourt (CentGL(n,C)(ψ)/C
∗)θ ou` C∗ est le centre de
GL(n,C). Et le lemme pre´ce´dent dit que cette matrice est de rang 1/2 la taille de la matrice carre´
d(τ, s.) ou` ici τ parcourt Π(ψ). C’est le re´sultat annonce´.
8.4 Liens avec les conjectures d’Arthur
8.4.1 Pre´liminaires
C’est la matrice inverse de la matrice d(τ, s.) de 8.1 qui intervient plus spontane´ment. On note
c(s., τ) cette matrice inverse ; elle est de´finie par le fait que pour s un e´le´ment θ-invariant du central-
isateur de ψ, on note ψs := ψ1 × ψ2 la de´composition de ψ telle que ψ1 soit a` valeurs dans l’espace
propre pour la valeur propre −1 de s et ψ2 dans l’espace propre pour la valeur propre +1. On note Hs
la donne´e endoscopique de´termine´e par s. On conside`re la repre´sentation π(ψs) et un prolongement
de cette repre´sentation au groupe tordu par θ ; cela de´termine une distribution stable sur Hs, note´e
ΠstHs(ψs), combinaison line´aire de caracte`res de se´ries discre`tes de Hs. Il faut regarder simultane´ment
ψs et ψzs ou` z est la matrice diagonale n’ayant que la valeur propre −1. Le choix de π˜(ψs) induit un
choix de π˜(ψzs) de telle sorte que Π
st
Hs
(ψs)+Π
st
Hzs
(ψzs) soit invariant par le groupe des automorphismes
venant de U(n,E/F ). On note Πs
.−st(ψ) l’image de cet e´le´ment dans Icusp(U(n,E/F )) et on voit cet
e´le´ment comme une combinaison line´aire de caracte`tres de repre´sentations dans Π(ψ). Alors, on a par
de´finition :
Πs
.−st(ψ) =
∑
τ∈Π(ψ)
c(s., τ)τ.
On reprend la notation ζs,ρ,a de 8.2 et on a :
Corollaire. Soit τ ∈ Π(ψ) et (ρ, a, a−) comme en 8.1. Alors,
Jac
ρ| |(a−1)/2,··· ,ρ| |(a−+1)/2
τ 6= 0 (1)
si et seulement si pour tout s., c(s., τ) = ζs,ρ,ac(s
.zρ,a, τ).
Par de´finition pour tout τ ′ ∈ Π(ψ) et tout τ ∈ Π(ψ), on a :
∑
s.
d(τ ′, s.)c(s., τ) = δτ ′,τ (2)
ou` δτ ′,τ vaut 0 si τ
′ 6= τ et 1 si τ ′ = τ . Ainsi la condition de l’e´nonce´ est e´quivalente a` ce que (2) soit
0 pour tout τ ′ tel que Jac
ρ| |(a−1)/2,··· ,ρ| |(a−+1)/2
τ ′ = 0. Fixons un tel τ ′. On regroupe s. et s.zρ,a et en
appliquant 8.2, la condition (1) est e´quivalente a`, pour tout τ ′ comme ci-dessus :
∑
s.,s.zρ,a
d(τ ′, s.)(c(s., τ) + ζρ,ac(s
.zρ,a, τ)) = 0
Comme la matrice d(τ ′, s.) ou` τ ′ est comme ci-dessus et s. parcourt un ensemble de repre´sentants
modulo la multiplication par zρ,a est de rang maximum, on obtient le corollaire.
Pour ne pas compliquer inutilement les notations, on note < ψs, ψs > la norme elliptique de la
repre´sentation virtuelle Πs
.−st(ψ), c’est a` dire la norme dans Icusp(U(n,E/F ). On a :
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Lemme. Pour tout s, τ comme ci-dessus, c(s., τ) = d(τ, s.) < ψs, ψs >.
Soient τ, τ ′ ∈ Π(ψ) ; on e´crit < tr τ, tr τ ′ >= δτ,τ ′ ou` < , > est le produit scalaire dans Icusp(U(n,E/F )
et cela donne : ∑
s.
d(τ, s.)d(τ ′, s.) < ψs, ψs >= δτ,τ ′ .
Le lemme re´sulte donc de la de´finition de c(s., τ) comme inverse de la matrice d(τ, s.).
Corollaire. Soit τ ∈ Π(ψ) et (ρ, a, a−) comme en 8.1. Alors,
Jac
ρ| |(a−1)/2,··· ,ρ| |(a−+1)/2
τ = 0 (2)
si et seulement si pour tout s., c(s., τ) = −ζs,ρ,ac(s
.zρ,a, τ) < ψsza, ψsza >< ψs, ψs >
−1 .
C’est un corollaire imme´diat de 8.2
8.4.2 Normalisation
Jusqu’a` pre´sent, nous avons e´vite´ de normaliser l’action de θ sur π(ψ), puisque cela n’e´tait pas utile.
On pourrait continuer ainsi mais cela complique singulie`rement les de´finitions ; on va donc montrer
que la normalisation la plus populaire (a` l’aide de mode`le de Whittaker) permet de faire disparaˆıtre
le signe ζs,ρ,a. On fixe donc un caracte`re additif de E
∗ et un caracte`re θ invariant non de´ge´ne´re´ du
groupe unipotent supe´rieur de GL(n,E) ; c’est le caracte`re usuel puisque θ respecte un e´pinglage. Pour
faire ceci, il suffit de supposer que la classe de conjugaison de ψ est invariante sous l’action de θ (vu
dualement) et il n’est pas utile de supposer que ψ est θ discret.
On a e´tudie´ les diffe´rentes normalisations en [15] et il re´sulte de ces constructions que dans le cas
des repre´sentations tempe´re´es tous les choix raisonables donnent le meˆme re´sultat. C’est donc ce qui
se produit ici aussi et va permettre de prouver que pour le choix ci-dessus, les signes ζs,ρ,a sont tous
+1.
Rappelons une construction simple : soit σ une repre´sentation d’un groupe line´aire GL(n′, E) avec
une action de θ, note´e θσ. Et soit λ une repre´sentation d’un groupe GL(ℓ,E) ; on note θ(λ) l’image de
λ par θ. La repre´sentation induite λ× σ × θ(λ) a une action naturelle de θ provenant de θσ. En effet,
on fixe Aλ un homomorphisme de l’espace ou` λ se re´alise dans l’espace ou` θ(λ) se re´alise ve´rifiant,
pour tout v dans l’espace de λ et tout g ∈ GL(ℓ, F )
Aλ(λ(θ(g)).v) = θ(λ)(g)Aλ(v).
Soit f ∈ λ × σ × θ(λ), c’est-a`-dire une fonction sur GL(n′ + 2ℓ,E) a` valeurs dans l’espace de la
repre´sentation λ⊗ σ ⊗ θ(λ). On pose :
θ(f) := (g ∈ GL(n′ + 2ℓ,E) 7→ (A−1λ ⊗ θσ ⊗Aλ) ◦ inv f(θ(g))
ou` inv est l’application qui envoie λ⊗σ⊗ θ(λ) dans θ(λ)⊗σ⊗λ en e´changeant les facteurs extreˆmes.
Cette action de θ ne de´pend que de θσ et non pas du choix de Aλ.
Soit E une collection de couples (ρ, a) avec ρ une repre´sentation cuspidale irre´ductible θ invariante
et a un entier. On fixe (ρ′, a′) ∈ E avec a′ ≥ 2 et on pose E ′ l’ensemble qui se de´duit de E en remplac¸ant
(ρ′, a′) par (ρ′, a′ − 2). On pose :
π := ×(ρ,a)∈ESt(ρ, a);π
′ := ×(ρ,a)∈E ′St(ρ, a).
Ces 2 repre´sentations sont munies d’une action de θ fixant le mode`le de Whittaker ; on note θWπ et θ
W
π′
ces actions. On sait aussi que π est un sous-module irre´ductible de l’induite
σ := ρ′| |
(a′−1)/2
E × π
′ × ρ′| |−(a
′−1)/2. (1)
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Et π est l’unique sous-quotient de cette induite ayant un mode`le de Whittaker, ce qui prouve imme´-
diatement le fait que π intervient dans cette induite avec multiplicite´ 1. Comme on a suppose´ que ρ′
est θ invariante, l’induite (1) a une action de θ qui provient de θWπ′ . On note θ cette action.
Lemme. l’action θWπ est la restriction de θ a` π pour l’inclusion de π dans (1).
On note V ′ l’espace de ρ′| |
(a′−1)/2
E ⊗ π
′ ⊗ ρ′| |−(a
′−1)/2 et ℓWV ′ une fonctionnelle de Whittaker sur
V ′ ; cela e´tend la fonctionnelle de Whittaker sur π′ de fac¸on invariante sous inv utilise´ dans les
constructions ci-dessus. On construit une fonctionnelle de Whittaker sur V , l’espace de σ, de fac¸on
standard (on rappelera sa construction) ℓWV . On note n l’entier tel que π soit une repre´sentation de
GL(n,E) et N le groupe des matrices unipotentes supe´rieures de GL(n,E) ; on note χ le caracte`re
de N , θ-invariant qui sert a` de´finir le mode`le de Whittaker. D’abord θWπ est l’action de θ qui induit
l’identite´ sur l’espace vectoriel de dimension 1, V/NχV (module de Jacquet tordu). Pour construire
ℓWV on identifie V a` un espace de fonction de GL(n,E) a` valeurs dans V
′, covariante pour l’action du
sous-groupe parabolique supe´rieur de Levi isomophe a`M := GL(dλ, E)×GL(n
′, E)×GL(dλ, E) (avec
des notations e´videntes). On note w l’e´le´ment du groupe de Weyl de GL(n,E) de longueur minimale
dans sa double classe modulo le groupe de Weyl de M qui rend ne´gatif toutes les racines simples hors
de M .
On note NP le radical unipotent du parabolique qui sert a` l’induction. Et on pose pour tout f ∈ V :
ℓWV (f) :=
∫
NP
ℓWV ′f(wn)χ(n) dn.
L’inte´grale se fait sur un compact et est donc une somme finie qui se factorise par V/NχV . Pour ve´rifier
que l’action de θ sur (1) prolongeant canoniquement θWπ′ induit aussi l’action triviale sur V/NχV , il
suffit de calculer explicitement ℓWV (θ.f) ; le re´sultat est la meˆme inte´grale mais avec w remplace´ par
θ(w). On ve´rifie que θ(w) = zw avec z un e´le´ment du centre de M de la forme z1 × 1 × z1 avec z1
valant ±Iddλ . La repre´sentation induisante a un caracte`re central trivial sur z d’ou` l’invariance
ℓWV (f) = ℓ
W
V (θ(f)).
Cela assure que θ(f) et f ont meˆme image dans V/NχV comme cherche´.
Corollaire. Toutes les actions de θ e´tant fixe´es par la normalisation de Whittaker, les signes ζs,ρ,a
de 8.2 sont tous e´gaux a` +1.
Il faut d’abord se ramener au cas ou` s = 1 ; cela re´sulte du fait que le transfert commute a` la prise
du module de Jacquet (cf. 1.6. Pour s = 1, avec (ρ, a) comme dans l’e´nonce´ on vient de montrer que
l’inclusion :
×(ρ′,a′)∈ESt(ρ, a) →֒ ρ| |
(a−1)/2
E ×
(
×(ρ′,a′)∈E−{(ρ,a)}St(ρ
′, a′)× St(ρ, a− 2)
)
×ρ| |
−(a−1)/2
E (2)
est compatible aux actions de θ quand sur le membre de droite on met l’action prolongeant canonique-
ment l’action de θ sur la repre´sentation entre parenthe`se. Ce prolongement canonique est compatible
au module de Jacquet, par de´finition puisque
Jacθ
ρ| |
(a−1)/2
E
(2) = (×(ρ′,a′)∈E−{(ρ,a)}St(ρ
′, a′)× St(ρ, a− 2)
s’obtient en e´valuant a` l’origine. Si a− (notation de 8.2) vaut a− 2, on a imme´diatement ζ1,ρ,a = +1
et sinon on obtient le corollaire en re´ite´rant cette construction.
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8.4.3 Caracte`re de A(ψ)
On fixe ψ un morphisme θ-discret deWE×SL(2,C) dans GL(n,C). D’ou` un paquet de repre´senta-
tions Π(ψ) de U(n,E/F ). On a introduit A(ψ) un sous-groupe du centralisateur de ψ en 8.4.1. Pour
comprendre ce qui se passe, on va tout de suite construire un sous-groupe S0 du centralisateur de ψ
de telle sorte que :
S0 ∩A(ψ) = {1}, (CentGL(n,C)ψ)
θ = S0A(ψ). (1)
On e´crit ψ comme une somme de repre´sentations irre´ductibles ρ⊗ σ[a] de WE × SL(2,C) et on note
E l’ensemble des couples (ρ, a) intervenant. On sait que le centralisateur de ψ dans GL(n,C) est le
produit des groupes C∗ agissant scalairement sur chaque espace des sous-repre´sentations ρ ⊗ σ[a] ;
quand on conside`re les e´le´ments θ-invariants de ce groupe, il reste ±1. On conside`re Eimp l’ensemble
des couples (ρ, a) ∈ E tel que a soit impair. On rappelle que cette condition est e´quivalente a` ce que
L(ρ, r′A, s) n’ait pas de poˆle en s = 0. On remarque que A(ψ) contient tous les facteurs ±1 relatif
aux e´le´ments de E − Eimp. Donc en particulier si Eimp = ∅, (1) est re´alise´ avec S0 = ∅ et Z est alors
inclus dans A(ψ). Supposons donc que Eimp 6= ∅. On fixe ρ et un nombre impair d’entier Aρ tel que
(ρ, a) ∈ Eimp pour tout a ∈ Aρ. On note zρ l’e´le´ment du centralisateur de ψ produit des e´le´ments −1
relatifs a` ces repre´sentations ρ⊗ σ[a] pour a parcourant Aρ. On note alors S0 le groupe engendre´ par
ces e´le´ments zρ. Evidemment la de´finition n’est pas du tout canonique puisqu’elle de´pend du choix de
Aρ mais (1) est clair. Un choix qui en vaut bien un autre est de prendre Aρ re´duit a` un e´le´ment et
pre´cise´ment a` l’e´le´ment le plus petit possible.
The´ore`me. Pour tout τ ∈ Π(ψ), il existe un unique caracte`re, ǫτ de A(ψ) tel que pour tout
s ∈ (CentGL(n,C)ψ)
θ et tout a ∈ A(ψ), il existe un re´el strictement positif α avec l’e´galite´ :
c(s.a, τ) = ǫτ (a)c(s
., τ)α.
Montrons d’abord l’unicite´ de τ : on fixe s = 1, on sait alors que c(1., τ) 6= 0 et ǫτ (a) est alors
le signe de c(a., τ)/c(1., τ) qui est calcule´ en fonction des modules de Jacquet de τ graˆce aux 2
proprie´te´s de´montre´e en 8.4.1. On peut donc remplacer 1. dans cette de´finition par n’importe quel
e´le´ment de A(ψ). Remarquons maintenant que cette application signe de´finit donc bien un caracte`re.
En appliquant ces meˆmes re´fe´rences, ou` on peut prendre s quelconque, on obtient le the´ore`me. On
conjecture que c(s., τ) = ±1 et que α = 1 mais ce n’est pas prouve´ ici. Toutefois, on peut calculer α
comme quotient de normes (que l’on ne sait pas calculer).
8.4.4 Classification des repre´sentations cuspidales
On reprend les notations ψ, A(ψ) et ǫτ de 8.4.3. On note ǫalt l’unique caracte`re de A(ψ) qui vaut −1
sur tout ge´ne´rateur zρ,a de´fini en 8.2. On a de´fini le fait que ψ soit sans trou dans l’introduction ; on a
vu que si τ ∈ Π(ψ) le support cuspidal e´tendu de τ se calcule avec la de´composition en repre´sentations
irre´ductibles de ψ. On a donne´ la forme du support cuspidal e´tendu d’une repre´sentation cuspidal en
5.3 et il en re´sulte que les seuls morphismes ψ tels que Π(ψ) contienne une repre´sentation cuspidal
sont les ψ qui sont sans trou.
The´ore`me. On suppose que ψ est sans trou. La repre´sentation τ est cuspidale si et seulement
si ǫτ = ǫalt. Le nombre de repre´sentations cuspidales dans Π(ψ) est le cardinal de l’ensemble des
caracte`res de (CentGL(n,C)ψ)
θ/{Id,−Id} dont la restriction a` A(ψ) vaut ǫalt.
La premie`re partie du the´ore`me re´sulte de 5.2 montrant que ǫτ = ǫalt si et seulement si tous les
modules de Jacquet de τ sont nuls. Montrons la 2e partie : le premier point a` remarquer est que si
Z = {Id,−Id} est inclus dans A(ψ), la restriction de ǫτ a` Z est ne´cessairement l’identite´. Il y a 2
cas a` distinguer, le premier cas est celui ou` Z est inclus dans A(ψ) et ou` ǫalt n’est pas de restriction
triviale a` A(ψ). Dans ce cas, Π(ψ) ne contient pas de repre´sentations cuspidales et la fin du the´ore`me
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est claire. Dans le cas oppose´, on note encore ǫalt le caracte`re du groupe ZA(ψ) qui vaut ǫalt sur
A(ψ) et est trivial sur Z. On fixe S′0 un sous-ensemble de S0 tel que S0A(ψ) = S
′
0A(ψ)Z. Pour tout
τ ∈ Π(ψ) on note encore ǫτ le caracte`re de ZA(ψ) dont la restriction a` A(ψ) est ǫτ et qui est trivial
sur Z. On conside`re l’application qui a` τ ∈ Π(ψ) associe l’e´le´ment (c(s′0, τ) ∈ C
|S′0|), ǫτ c’est a` dire un
e´le´ment de C|S
′
0| et un caracte`re de ZA(ψ) trivial sur Z. Le fait que la matrice est de rang c(s., τ)
est inversible se traduit par le fait que pour tout caracte`re ǫ0 de ZA(ψ) trivial sur Z, la matrice
{c(s.0, τ); s0 ∈ S
′
0, ǫτ = ǫ0} est de rang |S
′
0|. Ceci est a fortiori vrai pour ǫ0 = ǫalt et donne le re´sultat
cherche´.
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